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1 Alberi ed evolzione della specie

Siano date m specie viventi S7 ,S2 , ... ,Sn , che si distinguono fra loro
in base a n caratteri C7 ,Co , ... ,C, ciascuno dei quali puo’ presentar-
si in 2 forme diverse, che indicheremo con 0 e 1 e hanno il significato di
“primitiva” e “derivata” (antica-moderna, originaria-evoluta, o con termine
tecnico, plesiomorfa-apomorfa). Semplificando molto le cose, possiamo pen-
sare che (7 ,Cs , ... () siano codificati da n geni del DNA che possono
subire una mutazione che li fa passare dalla forma 0 alla forma 1 . 0 e 1
possono anche significare assenza e presenza di un certo carattere, comparso
con ’evoluzione.

Vogliamo ricostruire I’ “albero filogenetico” (albero evolutivo), che da un
progenitore comune Sy = (00...0) (tutti i caratteri nella forma 0) ha con-
dotto alle m specie S1 ,52 , ..., Sm . Facciamo un esempio conm = 4,n =5
e sia data la seguente “matrice dei caratteri” A = (ai;) , dove a;; = valore
del carattere j per la specie i:

Cl 02 03 04 05
S1 1 0 0 0 1

So 1 0 1 0 1
Ss 1 10 0 O
Sy 0 0 0 1 0

Definiamo nell’insieme delle specie 2 relazioni < e << , nel seguente
modo :
S < 8" (S é antenato diretto di S”) se e solo se S ed S’ differiscono per 1
solo carattere, che vale 0 in S e 1 in S’
S << §" (S é antenato di S’) se e solo se S é antenato diretto di S,
oppure esiste una catena di specie intermedie S; ,S2 , ..., Sx che va da
S a S’ e tale che ogni specie sia antenata diretta della successiva (cioé
S<S<S<...<S<S58).
La relazione < si pué rappresentare con un grafo orientato G , i cui vertici
sono le specie. In esso 2 vertici S, S’ sono congiunti da un arco orientato (da
S verso S’) se e solo se S < S’. Nel nostro esempio il grafo G ha 4 vertici
S1,82,53,54 e un solo arco da S a Sy , corrispondente alla comparsa del
carattere Cs (vedi fieura 1.1):
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Vogliamo completare questo grafo (aggiungendo eventualmente altre specie)
in modo da avere un albero evolutivo che congiunga tutti i vertici. Il pro-
cedimento € il seguente: eliminiamo So, che e’ discendente di S; , e restano
solo le 3 specie S1, S3, S4, con la seguente matrice dei caratteri:

Ci Cy (O3 C4 Cs
S 1 0 0 0 1
S3 1 1 0 0 0
Sy 0 0 0 1 0

S1 ed S3 hanno un “ultimo predecessore comune”, che indichiamo con S1 N
S3=(10000) , in cui un carattere vale 1 se e solo se vale 1 sia in S; che in
Ss. Aggiungendo il vertice S1 N S3 al grafo G si ottiene la figura 1.2:
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Figura 1.2

e resta fuori solo il vertice C4. Eliminiamo S, Sa, S3, che sono discendenti
di §1NS3, e restano solo le 2 specie Sy , S1NS3 , con la matrice dei caratteri:

Cl 02 03 C4 C(5
Sy 0 0 0 1 0
S1 NSy 1 0 0 0 0

queste 2 specie hanno un“ultimo predecessore comune” S; N S3N .Sy =
(00000) = Sp , che é il capostipite. Aggiungendo ancora il vertice Sp
al grafo G, si ottiene l’albero filogenetico completo T' (vedi Fig. 1.3):

questo é un albero orientato, con radice (il capostipite Sp) e rappresenta
entrambe le relazioni < e << . Infatti, dati 2 vertici S, S’ di T si ha che
S < 8 se e solo se esiste un arco orientato di 7' che va da S a §’, si ha che
S << S se e solo se esiste un cammino orientato (cioé una successione finita
di archi orientati consecutivi) di 7" che va da S a S’. L’albero filogenetico T
gode delle seguenti proprieta:

1. Ogni lato dell’albero corrisponde alla comparsa di un carattere e ogni
carattere compare una volta sola in tutto I'albero.
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2. Per ogni specie S, il cammino evolutivo che conduce dal capostipite
So a S é unico. In altre parole, se S’ e S” sono entrambi antenati di
S, allora o S’ é antenato di S” oppure S” é antenato di S’.

3. Poiché in ogni albero il numero di vertici é uguale al numero di lati pid
1, un albero filogenetico con n caratteri da luogo a n+ 1 specie. Detto
m il numero iniziale di specie in esame, dev’essere allora m <n+1 .

Per avere queste proprietd bisogna peré fare la seguente ipotesi (molto plau-
sibile dal punto di vista biologico): ognuna delle mutazioni che provocano la
comparsa di un nuovo carattere é unica ed irripetibile, quindi pué compar-
ire una sola volta in tutto I'albero filogenetico. Inoltre essa non pud essere
annullata da una mutazione esattamente contraria, cioé il passaggio inverso
1 — 0 non é possibile. Detto in parole povere: i discendenti degli elefanti non
possono perdere la proboscide, e i discendenti dei coccodrilli non possono
acquistare la proboscide, perché essa é gia comparsa negli elefanti. Animali
“ibridi” come I’ “eledrillo” o il “coccofante” non possono esistere.

A questo punto é d’obbligo rivolgersi le seguenti 2 domande: 'albero filoge-
netico esiste sempre 7 Se esiste, é unico ? Dal punto di vista strettamente
matematico, la risposta a entrambe queste domande é NO, come dimostrano
i seguenti 2 esempi:

Esempio 1.1 consideriamo

1 Oy
S 1 0
Sy 0 1
S5 1 1

Non esiste nessun albero filogenetico perche’ S3 é discendente diretto sia
di S7 che di Sz e questi sono discendenti diretti del capostipite Sy = (00).
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Figura 1.4

Ognuno dei 2 caratteri C'1, Co compare 2 volte e ci6 é impossibile. Il proced-
imento che abbiamo applicato prima per trovare I'albero filogenetico porta
in effetti a ricostruire un “grafo filogenetico” orientato (vedi figura 1.4), peré
non si tratta di un albero in quanto da Sy a S2 esistono 2 cammini orientati
diversi. [ |

Esempio 1.2 consideriamo ora

Ci1 Cy C3 (4
S1 1 1 0 0
So 0 0 1 1

Esistono 4 diversi alberi filogenetici (vedi Fig. 1.5)
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Figura 1.5

Questo perché ognuno di questi 4 alberi ha 2 “rami” (cammini orientati



senza biforcazioni intermedie) di lunghezza 2 (cioé formati da 2 archi con-
secutivi) e su ciascun ramo non si sa quale dei 2 caratteri corrispondenti ai
2 archi sia comparso prima e quale dopo (prima C7 o Cy, prima Cs o Cy).
I 4 alberi filogenetici sono sostanzialmente equivalenti, a parte l'ordine di
comparsa dei caratteri su ciascun ramo. ]

Data una matrice dei caratteri relativa a n caratteri C; ,Co , ..., C), per
m specie S1 ,52 , ..., Sm, se non esiste nessun albero filogenetico che la
rappresenti si dice che i caratteri C7 ,Cs , ..., C) sono incompatibili per le
specie S1 ,59 , ..., Sy . Si pud dimostrare il seguente:

Teorema 1.1 [ caratteri C; ,Csy , ..., C, sono incompatibili per le specie
S1,S , ..., Sy se e solo se esistono 2 caratteri diversi che compaiono in
tutte e 8 le combinazioni 10—01—00 in 3 diverse specie (come nell’esempio
1 di cui sopra).

Dimostrazione. Supponiamo che esistano 2 caratteri C1, C2 che com-
paiono in tutte e 3 le combinazioni 10 — 01 — 11 in 3 diverse specie Sy ,59,
S3 (chiaramente i valori degli indici sono inessenziali). Siano Sy ed Sj le
2 specie in cui compaiono per la prima volta rispettivamente i 2 caratteri
C1 e (5. Poiché ogni carattere compare una volta sola e poi non scompare
pid, é chiaro che il carattere C; compare in tutte e sole le specie che sono
discendenti di S4, mentre Cy compare in tutte e sole le specie che sono dis-
cendenti di S5. Ma allora la specie Sg é discendente sia di Sy che di S,
mentre nessuna delle 2 specie Sy, S5 é discendente dell’altra (se ad esempio
Sy fosse discendente da S5, dovrebbe avere i 2 caratteri nella forma 11 , ma
ci6 é impossibile perché Sy é discendente di Sy e ha i 2 caratteri nella forma
10). Questo significa che nel grafo filogenetico relativo alla data matrice di
caratteri ci sono 2 diversi cammini orientati tra il capostipite Sy e la specie
S3 (uno che passa per Sy, I’altro che passa per S5) e quindi non esiste nessun
albero filogenetico.

Viceversa, supponiamo che non esista nessun albero filogenetico per la data
matrice di caratteri, cioé che nessun grafo filogenetico sia un albero. Allora
deve esistere una specie S tale che dal capostipite Sy ad S esistano 2 diversi
cammini orientati. Sia S7 la specie in cui i 2 cammini si separano per la
prima volta, So ed S3 le due specie discendenti dirette di S7 nei 2 cammini
in questione, Cy e C3 i 2 caratteri che compaiono nei 2 passaggi S1 — So e
S1 — S3 . Allora é chiaro che nella matrice dei caratteri Cs e C3 compaiono
in tutte e 3 le combinazioni 10— 01— 11, nelle tre specie Sz, S3, S. Come
volevasi dimostrare. [ |



Esercizio 1.1 Per ciascuna delle seguenti 5 matrici di caratteri stabilire se
i caratteri sono incompatibili e in caso contrario ricostruire un albero filoge-
netico e stabilire se é unico:

e CASO 1
0 0 1 0 0 O
1 0 1 1 0 O
0 1 0 1 1
e CASO 2
0 0 1 0
1 0 0 1
1 1 0
e CASO 3
1 0 0 1 O
0 0 1 0 0
1 0 0 0 1
01 1 0 O
e CASO 4
1 01 0 0 1
0O 0 0 1 1 0
01 0 0 1 0
0O 0 1 0 0 1
01 0 1 0 0
e CASO 5
0 0 1 1 0 0 0 0 1
00 0 0 1 0 1 1 0
01 00 0 0 1 1 0
00 0 1 0 0 0 0 O
1 0 0 001 1 00

Soluzione. Nel caso 1 ci sono 12 diversi alberi filogenetici.
Nei casi 2 e 3 ¢’é un solo albero filogenetico.

Nel caso 4 i caratteri sono incompatibili.

Nel caso 5 ci sono 4 diversi alberi filogenetici.

|

Esempio 1.3 Consideriamo la seguente matrice dei caratteri:



Ci Cy Cs Cy Cs Cg Cf
St 0 0 0 0 0 0 0
Se 1 0 0 0 0 0 0
Sy 1 1 0 0 0 0 0
Sy 1 1 1 1 1 0 0
S; 1 1 1 0 0 1 1

con 5 “specie” (S; = pesci , So = anfibi , S3 = rettili , Sy = uccelli , S5 =
mammiferi) e 7 “caratteri” (C7 = polmoni , Co = uovo amniotico , C3 =
sangue caldo , Cy = piume , C5 = ali , Cg = peli , C7 = mammelle). Sono
possibili 4 diversi alberi filogenetici (vedi figura 1.6):
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Figura 1.6

L’interpretazione é la seguente: tenendo conto solo dei 7 caratteri con-
siderati, possiamo dire che i pesci sono antenati diretti degli anfibi (nel
passaggio dai pesci agli anfibi compaiono i polmoni) e che gli anfibi sono an-
tenati diretti dei rettili (compare 'uovo amniotico). Gli ultimi progenitori
comuni degli uccelli e dei mammiferi erano una “specie” S che aveva i pol-
moni, 'uovo amniotico e il sangue caldo (quindi era discendente diretta dei
rettili), ma non aveva piume né ali né peli né mammelle (erano i dinosauri).
A questo punto I'albero evolutivo si biforca: sia gli uccelli che i mammiferi
sono discendenti dei dinosauri, ma in ciascuno dei 2 rami compaiono 2 carat-



teri diversi (piume e ali per gli uccelli, peli e mammelle per i mammiferi).
Senza ulteriori informazioni non possiamo sapere se sono comparse prima le
piume o le ali, i peli o le mammelle e quindi sono possibili 4 diversi alberi
filogenetici. [ |

Osservazione 1.1 Nei casi pratici pud capitare a volte di avere delle matrici
di caratteri incompatibili. In tal caso, per ricostruire un albero filogenetico,
si é costretti a rinunciare all’ipotesi che ogni carattere possa comparire una
volta sola e poi non possa piu scomparire. Rinunciando a questa ipotesi,
la matrice dei caratteri dell’esempio 1.1 di cui sopra pud essere spiegata da
vari alberi filogenetici, per esempio (vedi Fig 1.7):
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Cioé possiamo supporre che Cy compaia 2 volte, oppure C; compaia 2 volte,
oppure (7 compaia e poi scompaia, oppure Cy compaia e poi scompaia.

E chiaro che si pud scrivere un programma di computer in grado di calcolare
tutti i possibili alberi filogenetici che spiegano una data matrice di caratteri
e di scegliere fra essi quello (o quelli) che minimizzano il numero di volte
in cui un carattere compare non per la prima volta, oppure il numero di
volte in cui un carattere scompare, oppure tutt’e due le cose insieme, appli-
cando i cosiddetti criteri di parsimonia. (Infatti in natura la scomparsa di
un carattere, o la ricomparsa di un carattere gia apparso, sono eventi quasi
impossibili, con probabilita vicinissima a zero). [ ]



2 Distanza tra specie

Il metodo visto nel capitolo precedente per ricostruire l'albero evolutivo
orientato che ha dato origine ad un certo numero di specie viventi, a partire
dall’esame di certi caratteri qualitativi, ha senso solo se ciascun carattere pud
assumere solo 2 valori (primitivo - derivato , 0 - 1). Se qualche carattere pué
assumere un numero n > 2 di valori diversi, oppure infiniti valori variabili
con continuitd, il metodo non vale pit. E lo stesso succede se ogni carattere
assume solo 2 valori, ma non si sa quale dei 2 sia quello primitivo e quale
sia quello derivato. In tal caso pud convenire usare un altro metodo, che si
basa sulla nozione di distanza e porta a costruire un albero evolutivo non
orientato.

Un insieme X si chiama uno spazio metrico se é definita una distanza d(z,y)
per ogni coppia di elementi di X, cioé una funzione d : X x X — R che
gode delle seguenti proprieta:

1. d(z,y) =0 sex=y, d(z,y)>0 sex#y (positivitd)
2. d(z,y) =d(y,z) (simmetria)
3. d(z,y) < d(x,z)+d(z,y) (disuguaglianza triangolare)

In uno stesso insieme X si possono dare diverse definizioni di distanza. Ad
esempio se X = R"ese A = (a; ;a2 , ... ,an) , B = (b1 ,ba, ... ,bp)
rappresentano 2 punti qualsiasi di R™, possiamo definire le seguenti 3 diverse
distanze, che verificano tutte e tre le 3 proprietd precedenti:
2 2\ 1/2 : .

d(A,B) = ((al —b1)*+ ...+ (an — byp) ) (distanza euclidea)

d' (A, B) = max(lag — b1l,... ,|an — b))

d"(A,B) = |ag — b1 + ... + |an — by

Per il problema di costruire un albero evolutivo non orientato ci interessa

la terza di queste distanze (d”) e ci interessa anche la definizione di distanza
tra 2 vertici di un grafo .
Consideriamo un grafo non orientato G che sia connesso, cioé tale che si
possa andare da un qualunque suo vertice ad un qualunque altro percorren-
do un cammino formato da un numero finito di archi di G. Supponiamo
inoltre che per ogni arco a di G sia definito un numero positivo 1(a) che ne
rappresenta la lunghezza. Si pud allora definire in modo naturale la distanza
d(A, B) di 2 vertici A, B del grafo come la lunghezza del cammino pid corto
che congiunge A con B ( si pué dimostrare che tale cammino esiste sempre).
Questa distanza verifica le proprieta 1., 2.,3., di cui sopra e si potrebbe chia-
mare “distanza stradale” o “distanza topografica”, interpretando i vertici
come cittd e gli archi come strade.
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A questo punto torniamo al problema di costruire un albero evolutivo
per le 4 specie 51,59,53,54 e i 5 caratteri C1,C, C3, C4, C5 esaminato nel
paragrafo precedente :

S1 10 0 0 1
So 1 0 1 0 1
Ss3 1 10 0 O
Sy o o0 o0 1 0

Usando la definizione d”(A4,B) = |a1 — b1| + ... + |an — by| tra elementi
di R™, possiamo costruire la seguente tabella delle distanze tra le 4 specie
S1,52,55,54,viste come elementi di R5:

Sp S22 S3 Su
S1 0 1 2 3
So 1 0 3 4
Ss 2 3 0 3
Sy 3 4 3 0

Osserviamo che queste distanze coincidono con le distanze del grafo dell’albero
evolutivo costruito nel paragrafo precedente, se si suppone che ogni arco ab-
bia lunghezza 1 : la distanza tra 2 specie coincide semplicemente col numero
di caratteri per cui esse differiscono e si potrebbe chiamare distanza evolu-
tiva(preciseré meglio questo concetto tra poco).

In ogni riga di questa matrice contrassegnamo il piu piccolo elemento
diverso da 0 . Si vede subito che 57 é la specie piu vicina a Sy e Sy é la
pit vicina a S7 , quindi cominciamo a raggruppare S7 con So, unendole con
un segmento in R® e sostituendole col punto medio M di questo segmento ,
cioé M= (1,0, 1/2, 0, 1). Abbiamo cosi i 3 punti M, Ss, S4, da cui si pué
costruire la matrice delle distanze:

M S3 84
M 0 5/2 7/2
Sy 5/2 0 3
Sy 7/2 3 0

Poi raggruppiamo M con Ss e li sostituiamo con un unico punto N sul
segmento M S3 (N ¢é il baricentro dei 3 punti Sj, S2,53), ed infine uniamo
N con S4. Otteniamo cosi il seguente schema di albero evolutivo: (vedi Fig.
2.1)

Restano da determinare le lunghezze dei lati x,y,2z,u,vin modo che, in questo
albero, le distanze tra le 4 specie St, S2,53,54siano proprio quelle originarie
della matrice delle distanze, o per lo meno siano il pit vicino possibile ad
esse ( ottenere la perfetta uguaglianza non sempre é possibile ). Si ha cioé
il seguente sistema di 6 equazioni nelle 5 incognite x,y,2,u,v:

11
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rTt+z+u
r+z+v
y+z+u
y+z+o

u+v =

Il
I N O

in cui per6 la quinta equazione é conseguenza delle precedenti. Questo sis-
tema ha 'unica soluzione x = 0, y = z = u = 1, v = 2, che da luogo al
seguente albero evolutivo (vedi Fie. 2.2).
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Figura 2.2

Questo albero coincide con quello trovato nel paragrafo precedente, ma non
¢é orientato e non ha radice. Lo potremmo trasformare in un albero orientato
ponendo la radice in un punto qualsiasi ( in effetti nel paragrafo precedente
avevamo trovato che il capostipite si trova nel punto medio del lato N Sjy.
Le lunghezze dei lati dell’albero rappresentano le distanze evolutive tra le
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varie specie e quindi, ci possono dare un’idea ( seppure vaga) del tempo
che effettivamente é trascorso perché si verificasse ’evoluzione da una specie
all’altra .

Questo procedimento pud essere generalizzato a qualsiasi matrice di caratteri
qualitativi, tenendo presente che:

1. Qualora nella matrice dei caratteri compaiano dei numeri qualsiasi (
e non soltanto 0 e 1) conviene prima normalizzare i valori di ciascun
carattere dividendoli per il loro scarto quadratico medio, per evitare
di dare pii importanza ad alcuni caratteri che ad altri e per avere dei
risultati indipendenti dalle unitd di misura .

2. Qualora non sia possibile trovare le lunghezze dei lati dell ’albero evo-
lutivo in modo da riprodurre esattamente la matrice delle distanze
originaria ( desunta dai valori dei caratteri), conviene determinare tali
lunghezze in modo da minimizzare la somma dei valori (1 — %)2, dove
gli indici ¢, j variano da 1 a m ( numero delle specie in esame) , S;;
rappresenta la distanza sperimentale tra le 2 specie i, j ( desunta dalla
matrice dei caratteri)e Tj; rappresenta la distanza teorica tra le stesse
specie, misurata lungo 'albero evolutivo.

Illustriamo tutto il procedimento con il seguente.

Esempio 2.1 Sia data la seguente matrice dei caratteri:

Cl 02 03 04 05

S1 10 3 0 O
So 4 1 0 0 2
Ss3 0 0 1 1 0
Sy o 2 0 1 5

Per prima cosa normalizziamo i valori di ciascun carattere dividendoli per il
loro scarto quadratico medio e otteniamo cosi la nuova matrice dei caratteri:

Cl 02 03 04 05
S1 0.72 0 245 0 0

So 2.87 1.21 0 0 097
S3 0 0 082 2 0
Sy 0 241 0 2 243

dalla quale si costruisce subito la seguente matrice delle distanze (1):

S1 So Ss Sy
S1 0 6.88 4.35 10.01
So 6.88 0 787 753
Ss3 435 787 0 5.66
Sy 10.01 7.53 5.66 0
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da questa matrice si vede che S7 é la specie piu vicino a S3 e vicever-
sa;cominciamo allora, col raggruppare S con Ss, sostituendole col punto
medio M= (0.36, 0, 1.64, 1, 0) del segmento S153 in R5. Si ottiene allora,
la seguente nuova matrice dei caratteri:

C1 Co C3 Cy Cs
M 036 0 1.64 0 0
So 287 121 O 0 097
S 0 241 O 2 243

E la seguente nuova matrice delle distanze:

M Sa S
M 0 633 884
Sa 633 0 7.53
Sy 884 753 0

dalla quale si vede che M é il punto pid vicino a Se e viceversa; raggrup-
piamo allora M con Ss,sostituendoli con un nuovo punto N e ottenendo il

seguente albero evolutivo:
i 32
\ /
*——=—»
bl
k) v
g, ® 54

2]

Figura 2.3

In questo albero rimangono da determinare le lunghezze dei 5 lati x,y,z,u,v
in modo da riprodurre originaria matrice (1) delle distanze, o comunque
da ottenere delle distanze il pid vicino possibile a quelle della matrice (1).
Si vede subito che ottenere l'uguaglianza perfetta non é possibile, perché
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equivale a risolvere il sistema di 6 equazioni in 5 incognite:

z+y = 4.35
z+z2z4+v = 1001
y+z4+u = 787

u+v = 7.53

y+z+v = 5.66

e questo sistema non ha soluzioni, in quanto sottraendo a membro a membro
la terza equazione dalla prima si ottiene u — v = —3.13, mentre sottraendo
la sesta dalla quarta si ottiene u — v = 2.21. Cerchiamo allora, i valori di
x,y,2z,u,v che rendono minima la seguente funzione:

f(z,y,z,u,v) = (&M)Z (17 (x+y)>2+ (17w>2+

6.88 4.35 10.01
2 2 2
(- (- (- )

Questo si ottiene ponendo uguali a zero le derivate parziali fz, fy, fz, fu, fo
di f rispetto a x,y,z,u,v e cié porta al seguente sistema lineare di 5 equazioni
nelle 5 incognite z,y,z,u,v:

z+y = 4.35

u+v = 7.53
0,82z —1.22y + 042+ 0.82u — 1.22v = —1.22
1.45x +2.142 4+ 1.65u + 0.69v = 16.89
0.792 — 1.27y — 0482 — 1.27u + 0.79%v = -—-2.14

che ha 'unica soluzione x=2.33, y=2.02, 2=1.33, u=3.27,v=4.26. Da questi
valori si deduce che 'originale matrice delle distanze (1), viene sostituita
dalla seguente matrice delle distanze (2), misurate lungo 1’albero evolutivo:

S1 Sa S3 S
Si 0 693 435 792
Sa 693 0 6.62 7.53
Ss3 435 662 0 7.61
S 792 753 761 0

2.1 Precisazioni sul concetto di distanza evolutiva tra specie
(Lattes)

Il modo migliore di definire la distanza evolutiva tra 2 specie, naturalmente,é
quello di usare tecniche di sistematica molecolare, cioé analizzare la sequenza
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del DNA.

Consideriamo un certo gene GG del DNA il quale in una certa popolazione
di esseri viventi pué comparire con un certo numero n di alleli diversi A;
JA2 , ... , A, (esempi: biondo - bruno, occhi azzurri - occhi neri, gruppo
sanguigno A - B - O eccetera).

Consideriamo inoltre 2 diverse specie ( o popolazioni) A,B di esseri viventi
e supponiamo che gli alleli A7 ,As , ... A, compaiano in A con le frequenze
( o probabilitd p; , ... p, e in B con le frequenze ¢q; , ... ¢,. Vogliamo
definire la “distanza genetica” tra A e B per quanto riguarda il gene G.
Essa pud essere stabilita sperimentalmente prelevando a caso il gene G da
un individuo della specie A e da un individuo della specie B e vedendo qual
é la probabiltd pap di ottenere identitd di sequenza, cioé lo stesso allele (
con tecniche di ibridazione molecolare) . Questa probabilitda chiaramente é
data da:

PAB = P1q1 + P22 + ... + Pnan

pap € un numero compreso tra 0 e 1 ed é tanto piu alta quanto piit A e B
sono simili. Per6 accade anche se A e B sono identiche (cioé p;=¢; per ogni
idalamn), pap non vale 1, bensi vale p%—i—p%—i— ... +p2. Per rimediare a
questo inconveniente si pué definire il coefficiente di identitd normalizzato z
(introdotto da Nei nel 1972):

1/2
z=pap/(paps)*? = (ma1 + - .. +pnqn)/((p% +o 2G4+ qi))

Dove pA:p%—i— ... +p% 7 e la probabilitd di ottenere identitd di sequenza
prelevando a caso il gene G' da 2 individui della specie A e pg=¢?+ ...
+¢2 é I'analoga probabilita per la specie B. Interpretando geometricamente
P = (p1,p2,...pn) e Q = (q1,92,---qn) come vettori di R™, si ha che z =
%—[ = cos O, dove O é I'angolo formato dai 2 vettori Pe Q.

Quindi, z é un numero compreso tra 0 e 1( non pud essere negativo perché
i 2 vettori P e Q hanno tutte le componenti positive. z vale 1 se e solo se
P = @ (cioé le 2 specie presentano la stessa frequenza per tutti gli alleli), z
vale 0 se e solo se i 2 vettori P e (@ sono ortogonali, il che si verifica se e solo
se le 2 specie A e B sono ” complementari®, cioé non hanno nessun allele in
comune.

Questa misura di somiglianza (identitd genetica) che varia tra 1 e 0, pué
essere trasformata in una misura di diversitd, o distanza, che varia tra 0 e
infinito, ponendo D =- log z ( logaritmo naturale in base e =2.71828 ... ).
Il numero D si chiama distanza genetica ( o distanza evolutiva)tra A e B (
per quanto riguarda il gene G).

Pid in generale, si pué definire la distanza genetica tra A e B tenendo conto
di pid geni G ,Ga , ... Gy, ( in teoria di tutti i geni del DNA). A questo
scopo Nel ha introdotto il coefficiente di identitd normalizzato medio z*:

2k =pap [(p*aprp)?

16



dove pxap, pxa € p#p, indicano rispettivamente i valori medi di pag, pa e
pp per gli m geni G ,G2 , ... Gp,. Si definisce allora la distanza genetica
D(A, B) tra le specie A e B come D(A, B)= -log z+.Tale misura ¢ valida
quando il tasso di mutazione é lo stesso per tutti i geni.

Nei osserva che quando 2 popolazioni si separano, in esse possono accumu-
larsi indipendentemente nuove mutazioni. Nell’ipotesi che queste mutazioni
siano neutre ( cioé non siano né favorite né sfavorite dalla selezione natu-
rale) e avvengano con un tasso costante nel tempo, la distanza genetica D
sara proporzionale al tempo T trascorso dalla separazione fino ad oggi. Per6
le dimensioni delle popolazioni determinano fenomeni casuali di variazioni
delle frequenze dei vari alleli ( deriva genetica ), percié bisogna porre anche
la condizione che le due popolazioni abbiano le stesse dimensioni. Se, infine,
il tasso di mutazione K é lo stesso nelle 2 popolazioni, si pud dimostrare
che la distanza genetica D é data da :

D =2KT

Nei ha stimato il tasso di mutazione K in 10~ mutazioni / anno circa, per
cui il tempo di divergenza T tra le 2 popolazioni pué essere stimato da T=
D X 5 milioni di anni. Cié significa che un valore di distanza genetica D=1
vuol dire che le 2 popolazioni si sono separate da circa 5 milioni di anni.
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3 Grafi: definizioni e proprieta

Intuitivamente, un grafo é semplicemente un insieme di punti (o vertici) e di
archi ( o lati) che congiungono fra loro, a due a due, alcuni di questi vertici.
Pia precisamente, un grafo consiste in un insieme finito V di vertici, in un
insieme finito A di archi ed in una funzione f che ad ogni arco associa una
coppia non ordinata di vertici ( i 2 vertici congiunti da quell’arco). Consid-
eriamo multigrafi non orientati: multigrafi significa che tra 2 vertici ci pud
essere anche pit di un arco, non orientati significa che il verso di percor-
renza degli archi non ha importanza. Vediamo adesso alcune definizioni e
proprietd molto semplici riguardanti i grafi:

Definizione 3.1 un cammino di un grafo € una successione finita di archi
tale che ogni arco abbia in comune un vertice con l’arco precedente e l’altro
vertice con l’arco successivo.

Definizione 3.2 due vertici di un grafo sono collegati se esiste un cammino
che li unisce.

Definizione 3.3 un grafo si dice connesso se in esso due vertici qualsiasi
sono collegati.

Definizione 3.4 dato un vertice A di un grafo G, la componente connessa
di G contenente A é linsieme dei vertici di G collegati con A ( compreso A
stesso) e degli archi di G che congiungono questi vertici.

Teorema 3.1 Due diverse componenti connesse di un grafo sono disgiunte.
Ogni grafo si pué decomporre in un numero finito di componenti connesse.
Un grafo € connesso se e solo se ha una sola componente connessa. La
dimostrazione é immediata.

Definizione 3.5 Un cammino semplice é un cammino formato da archi
tutti distinti.

Definizione 3.6 Un ciclo € un cammino semplice in cui il primo vertice
coincide con l'ultimo.

Definizione 3.7 Un grafo aciclico € un grafo privo di cicli.

Definizione 3.8 L’indice ciclico di un grafo é il numero minimo di archi
che bisogna togliergli per renderlo aciclico. L’indice ciclico, in un certo sen-
so, € il numero di “cicli indipendenti” del grafo. Ad esempio, i 4 grafi
della figura 3.1 hanno rispettivamente, 1,2,3,7 cicli, ma lindice ciclico é
rispettivamente 1, 2, 2, 3.
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A

Figura 3.1

Definizione 3.9 Un albero ¢ un grafo aciclico connesso;una foresta ’e un
grafo aciclico non connesso (le componenti connesse di una foresta sono
alberi).

Teorema 3.2 L’indice ciclico di un grafo si pud calcolare semplicemente
contando il numero di vertici, archi e componenti connesse del grafo. Per la
precisione, detti v, a, p, ¢ rispettivamente il numero di vertici, archi, com-
ponenti connesse e l'indice ciclico, si ha v+ c = a+p. (Ad esempio, per
1 2 graft di figura 3.2 lindice ciclico vale rispettivamente 10+1—-5 =6 e
9+1—6 =4, il che non appare evidente a prima vista dal disegno).

Figura 3.2

Dimostrazione. Sia G un grafo, v il numero dei suoi vertici e G’ il grafo
che si ottiene da G togliendogli tutti gli archi e lasciando solo i vertici iso-
lati. Per il grafo G’ si ha v+ c=a+ p = v, in quanto ¢ = 0,a = 0,p = v.
Aggiungiamo ora ad uno ad uno gli archi di G a G, fino ad ottenere nuo-
vamente GG. Al generico passo di questo procedimento, possono verificarsi
2 casi : o il nuovo arco aggiunto congiunge 2 verici che si trovano nella
stessa componente connessa, oppure in 2 componenti connesse diverse. Nel
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primo caso v, p rimangono uguali, a,c aumentano di 1, quindi, i 2 numeri
v + ¢,a + p aumentano entrambi di 1. Nel secondo caso v, ¢ rimangono
uguali, ¢ aumenta di 1, p diminuisce di 1, quindi, i 2 numeri v 4+ ¢,a + p
rimangono uguali. Siccome i 2 numeri v + ¢, a + p erano uguali per G, essi
restano uguali durante tutto il procedimento e quindi, sono uguali anche per
G, come volevasi dimostrare. [ |

Dal teorema(3.2) seguono immediatamente questi altri 2 teoremi:

Teorema 3.3 In ungrafo connesso (p = 1) lindice ciclico € dato da ¢ =
a—v+1, cioé € uguale al numero di archi meno il numero di vertici piu 1.

Teorema 3.4 In un albero (p=1,c¢=0 ) si hav=a-+1 (il numero di
vertici € uguale al numero di archi pii 1)

Definizione 3.10 Il grado di un vertice di un grafo é il numero di archi
aventi quel vertice come estremo.

Teorema 3.5 In ogni grafo il numero dei vertici di grado dispari € pari.

Dimostrazione. Siano v,a i numeri di vertici e di archi del grafo. E chiaro
che il grado massimo possibile di un vertice é a. Indichiamo con vy, ve,... , v,
il numero dei vertici di grado 1, 2, ... , a rispettivamente. Facendo la somma
dei gradi di tutti i vertici otteniamo v1 +2vo+3vs+. ..+ av, e questa somma
chiaramente é uguale a 2a ( perché in tal modo ogni arco viene contato 2
volte). Ma allora, il numero totale di vertici di grado dispari é dato da:

vitvs+us+... =24 — 209 —2v3 —4vg — 4vs — ...

e quindi, é pari, come volevasi dimostrare. [ |

Esempio 3.1 Nelle molecole degli idrocarburi ( composti chimici contenen-
ti solo carbonio e idrogeno ) il numero di atomi di idrogeno deve essere pari,
ad esempio, non pud esistere un idrocarburo di formula CoHs. Infatti, nel
grafo chimico ( grafo i cui vertici corrispondono agli atomi e i cui lati cor-
rispondono ai legami fra gli atomi ) gli atomi di carbonio sono vertici di
grado 4 e gli atomi di idrogeno sono vertici di grado 1. [ |

Definizione 3.11 In un grafo un vertice di grado 3 si chiama anche ram-
ificazione semplice, un vertice di grado 4 si chiama anche ramificazione
doppia, un vertice di grado 5 si chiama anche ramificazione tripla e cosi
via. Definiamo allora, il numero di ramificazioni r di un grafo con a archi
comer =wvg + 204 + 3v5 + ... + (a—2)vg. Se il grafo ha solo vertici di
grado 1 e 2 si har = 0.
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I seguenti 3 teoremi sono immediati:

Teorema 3.6 Il numero di ramificazioni di un grafo é uguale al numero dei
vertici di grado 1 piv il doppio della differenza tra numero di archi e numero
di vertici. In simboli, r = v1 + 2a — 2v ( infatti v1 + 2a — 2v = v; + (v1 +
209+ 3vs+4vg+...) —2(v1+vetvst+vg+...) =v3+2v4+3v5+... =7).

Teorema 3.7 In un grafo connesso il numero di ramificazioni € uguale al
numero det vertici di grado 1 piu il doppio dell’indice ciclico meno 2. In
simboli, 1 = v1 + 2¢ — 2 (infatti, per il teorema 3.3, si ha c=a+1—wv e
quindi, r = v1 + 2(a —v) =v1 +2(c— 1) = v; + 2¢ — 2).

Teorema 3.8 In un albero il numero di ramificazioni € uguale al numero
di vertici di grado 1 ( foglie) meno 2 ( infatti, un albero é un grafo connesso
con ¢ =0 e quindi, per il teorema 3.7, r = vy — 2).

Definizione 3.12 Se ad ogni lato di un grafo connesso G€é associato un
numero reale positivo che ne rappresenta la lunghezza, si chiama distanza
tra 2 vertici A e B di G la lunghezza del piu breve cammino di G che li
congiunge ( si dimostra facilmente che tale cammino esiste sempre).
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3.1 Topologia molecolare ( Da un articolo di “Le Scienze”,
n. 219, novembre 1986)

I chimici finora hanno studiato le proprieta di oltre 7 milioni di molecole
diverse, sia naturali che artificiali (cioé sintetizzate in laboratorio). E possi-
bile sfruttare ancora pid a fondo queste conoscenze, per esempio servirsi di
esse per prevedere le proprieta di sostanze chimiche prima ancora che esse
siano sintetizzate, cioé prima che anche una sola delle loro molecole esista
fisicamente? Questa interessante prospettiva sta diventando realta grazie a
una nuova tecnica che, sebbene sia ancora agli inizi, ha giad raggiunto molti
successi: la topologia molecolare.

Ai fini della topologia molecolare la forma tridimensionale di una molecola
non ha importanza, e non hanno importanza neanche la natura e la lunghez-
za dei legami chimici tra gli atomi, gli angoli tra i legami e talvolta perfino
i tipi di atomi che formano la molecola. Ci6 che importa é quanti atomi
contiene la molecola, come ogni atomo é legato agli atomi vicini e se gli ato-
mi sono uniti a formare una singola catena aperta, una catena ramificata,
una o piu catene chiuse (anelli o cicli), o una combinazione di anelli, catene
aperte e ramificazioni. Conta cioé la “formula di struttura” della moleco-
la, a prescindere peré dalla lunghezza dei legami e dagli angoli fra essi (la
perdita di informazione che si ha in tal modo potrebbe sembrare grave, ma
in pratica spesso si rivela meno importante di quanto sembra).

Gli strumenti piu importanti per fare previsioni chimiche col metodo topo-
logico sono i cosiddetti indici topologici , cioé dei numeri che si possono cal-
colare conoscendo soltanto la struttura topologica della molecola. 4 esempi
particolarmente semplici e importanti di indici topologici sono: il numero
di atomi, il numero di legami, il numero di cicli indipendenti, il numero di
ramificazioni.

Quando si vuole fare una previsione chimica basata sulla topologia moleco-
lare, il primo passo consiste nell’applicare un certo indice X opportuna-
mente scelto a un numero relativamente piccolo di molecole ben conosciute.
Si riportano in un grafico i valori di X per le varie molecole sull’asse delle
ascisse, mentre sull’asse delle ordinate si riportano i valori di una certa pro-
prietd fisico - chimica Y delle molecole, che interessa studiare (per esempio
la temperatura di ebollizione). Ciascuna molecola é rappresentata da un
punto nel grafico. Se esiste una curva che collega abbastanza bene i vari
punti, questa pué servire per prevedere i valori di Y per molecole ancora
sconosciute. La chiave del metodo consiste nel trovare 'indice che abbia
la migliore correlazione possibile con la proprietd Y (ottenere correlazioni
perfette e’ impossibile, perche’ i risultati sperimentali sono sempre soggetti
a errori di una certa entitd). Questo metodo ha trovato applicazioni molto
importanti, fra cui: lo studio della corrosione, dell’attivita di molti farma-
ci, del potere cancerogeno delle molecole, della velocitd di diffusione delle
sostanze inquinanti nell’ambiente.
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Per analizzare la topologia di una molecola si parte da un disegno in cui gli
atomi della molecola sono rappresentati da punti e i legami che li uniscono
da segmenti: un cosiddetto grafo chimico. Nel grafo di una molecola spes-
so gli atomi di idrogeno si omettono, perché di solito essi non hanno una
grande importanza per determinare le proprietd della molecola: in tal modo
si ottiene il cosiddetto grafo ridotto della molecola.

Ogni numero che possa essere calcolato solo in base alla conoscenza del grafo
di una molecola é un indice topologico della molecola stessa. Uno dei pri-
mi indici topologici presi in considerazione dai chimici, per quanto riguarda
le molecole degli idrocarburi (composti contenenti solo atomi di carbonio e
idrogeno) ¢ il numero di atomi di carbonio, che non é altro che il numero
dei vertici del grafo ridotto. I chimici hanno trovato molte proprieta delle
molecole che sono correlate col numero di atomi di carbonio, senza rendersi
conto di usare in effetti uno dei pit semplici indici topologici della molecola.
Il numero di atomi di carbonio é un indice adatto per analizzare le molecole
a catena aperta non ramificata, ma non é altrettanto adatto per le molecole
contenenti anelli o ramificazioni, che possono assumere forme diversissime
pur avendo lo stesso numero di atomi di carbonio. E quindi necessario in-
ventare altri indici che tengano conto anche della forma della molecola, dei
cicli e delle ramificazioni.

Il primo indice topologico capace di caratterizzare la ramificazione delle
molecole é stato ’indice di Wiener, proposto nel 1947 e basato sulla nozione
di distanza in un grafo: la distanza tra 2 vertici A e B di un grafo e’ uguale
al numero di lati che si devono attraversare per andare da A a B percorren-
do il cammino pit breve possibile attraverso il grafo. L’indice di Wiener di
una molecola é dato dalla somma delle distanze tra tutte le coppie di atomi
della molecola.

L’indice di Wiener di una molecola di idrocarburo si comporta in modo
simile al numero di atomi di carbonio, in quanto in genere é maggiore per
le molecole pit grandi, ma fornisce anche una certa misura della ramifi-
cazione della molecola: a paritd di numero di atomi di carbonio, esso é
maggiore per le molecole pil estese e minore per le molecole pid compatte
e ramificate. Esso ha una correlazione molto buona con svariate proprieté
: la temperatura di fusione e di ebollizione, la viscosita, la tensione super-
ficiale, I'indice di rifrazione, la conducibilitd elettrica, il potere ossidante o
riducente, la lunghezza d’onda della luce assorbita, la stabilitd chimica e la
reattivitd. Molte di queste correlazioni si spiegano perché I'indice di Wiener
ha un’ottima correlazione con I’energia totale degli elettroni di legame della
molecola (almeno per certi tipi di idrocarburi complessi, come gli spirani e
gli idrocarburi aromatici policiclici). Piu alto é I'indice di Wiener, maggiore
é l’energia totale degli elettroni di legame. Percié le molecole con indice di
Wiener basso (molecole compatte, molto ramificate) hanno un’energia mi-
nore delle molecole con indice di Wiener alto (molecole estese), quindi sono
pit stabili e tendono a formarsi pit facilmente in molti processi chimici.
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L’indice di Wiener fornisce anzitutto una misura del volume di una moleco-
la, pur dando anche qualche indicazione sulla forma. Un altro indice pid
sensibile alla forma della molecola é 1'indice di Randic, o indice di connet-
tivita’ molecolare, che é correlato con molte proprieta chimiche importanti,
ancor piu dell’indice di Wiener.

L’indice di Randic si basa sulla nozione topologica di grado di un vertice di
un grafo, che é semplicemente il numero di lati che partono da quel vertice.
Per calcolare I'indice di Randic di un grafo si attribuisce a ogni lato del grafo
un valore, che é uguale al reciproco della radice quadrata del prodotto dei
gradi dei 2 vertici che il lato congiunge. L’indice di Randic di un grafo é
allora, la somma dei valori di tutti i lati del grafo.

Alcune proprietd chimiche presentano correlazioni migliori con 'indice di
Randic relativo non a tutta la molecola, ma a certe parti della molecola
aventi una struttura particolare (sempre deducibile dal grafo della moleco-
la). Non si ha quindi un solo indice di Randic, ma vari indici di Randic
relativi a sottostrutture molecolari diverse, ciascuno dei quali é applicabile
in casi diversi. Questi indici presentano ottime correlazioni con un gran
numero di proprietd fisiche, chimiche e biologiche delle molecole, fra cui:
la densitd, la solubilitda in acqua, il calore latente di evaporazione, I'odore,
il sapore, la tossicitd, la velocita di diffusione nell’ambiente, la capacita di
fungere da disinfettanti, anestetici, narcotici, allucinogeni, la capacitd di
provocare mutazioni genetiche.

Quasi tutte le proprieta chimiche delle molecole sono strettamente correlate
con qualche indice topologico, ma naturalmente in ogni singolo caso occorre
trovare l'indice adatto, che sia correlato nel modo migliore con la specifi-
ca proprietd in esame. Facciamo un esempio, che riguarda le molecole degli
idrocarburi: quando un idrocarburo viene usato come combustibile, due pro-
prietd importanti della molecola sono la quantitd di fuliggine prodotta e il
cosiddetto “numero di ottano” (che misura efficienza con cui il combustibile
brucia senza detonare). Queste 2 proprieta sono correlate molto bene con 2
indici topologici particolarmente semplici: la quantitd di fuliggine prodotta
con l'indice ciclico (numero di cicli indipendenti) e il numero di ottano col
numero di ramificazioni.

Un progetto molto ambizioso riguardante gli indici topologici é quello di us-
arli per prevedere il potere cancerogeno delle molecole. Alcuni risultati ab-
bastanza buoni sono stati ottenuti da Herndon e Szentpaly, che con una com-
binazione di indici semplici sono riusciti a prevedere il potere cancerogeno
degli idrocarburi aromatici policiclici.

Risulta che solo le molecole aventi dimensioni comprese entro certi limiti
tendono ad essere cancerogene: quelle pit grandi o piu piccole non lo sono.
Inoltre certe regioni di una molecola sono pit importanti di altre, per quanto
riguarda le proprietd cancerogene. Queste regioni sono note come regioni
a insenatura e regioni K, L, M (vedi fig.3.3) e hanno un ruolo di rilevo
nelle fasi iniziali della cancerogenesi. Affinché la molecola sia cancerogena le
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regioni a insenatura e le regioni K e M devono essere chimicamente attive
e le regioni L chimicamente inattive. Herndon e Szentpaly hanno combi-
nato insieme 4 indici topologici (2 dei quali riguardano le dimensioni della
molecola, mentre gli altri 2 riguardano certe caratteristiche strutturali delle
regioni a insenatura e delle regioni K, L e M) in una formula che fornisce
un quinto indice, correlato molto bene con le misure sperimentali del potere
cancerogeno.

REGIME
A IMNSEMATURA

RESICHE AL

N

REGIOME L REGICME K
Figura 3.3

3.2 Grafi e molecole

La formula di struttura di una molecola pud essere rappresentata con un
grafo in cui i vertici rappresentano gli atomi e i lati rappresentano i legami.
Si tratta di un grafo coi vertici etichettati, perché ad ogni vertice é associata
un’etichetta (il simbolo dell’elemento chimico )cioé é definita una funzione
f:V — X, dove V = insieme dei vertici, X = insieme dei 92 elementi
chimici.

Limitiamoci a considerare gli idrocarburi, cioé i composti contenenti solo
carbonio (C) e idrogeno ( H ). La formula di struttura di un idrocarburo
pud essere rappresentata sia col grafo esteso che col grafo ridotto.Il grafo
esteso comprende vertici di grado 4 ( atomi di C) e di grado 1 ( atomi di
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H). Tl grafo ridotto si ottiene dal grafo esteso “potando” i vertici di grado
1 e i lati che partono da essi e contiene vertici di grado 1( gruppi -C' H3), 2(
gruppi -C'Ha-), 3 ( gruppi —CH=)e 4 ( atomi di C).

Vedi gli esempi riportati di seguito

|' .
ty e :
CH2
CH3-CH2-CH{ L B *—o—o
o lo l \T—' Ne
. .
Lsopentano crafo esteso ot grafo  ridotto
Figura 3.4

Nel grafo ridotto usiamo le seguenti notazioni:
e v = numero vertici = numero di atomi di C
e vy, V2, U3, ¥4 = numero vertici di grado 1,2,3,4

e ¢ = numero lati = numero legami C - C ( i legami doppi o tripli
contano 2 o 3)

e h = numero atomi di H
e r = numero di ramificazioni
e ¢ = indice ciclico

r, ¢ sono importanti per sapere se la molecola é lineare o ramificata, ciclica
o aciclica. Da queste definizioni si ricava subito che :

v = V1 +vVy+ U3+ V4
20 = w1+ 2v2 4+ 3vs + 4y
h = 3v+2us+ vs
= w3+ 24

Inoltre, dai teoremi visti nelle pagine precedenti si ricava subito che se un
idrocarburo ha formula bruta C, Hy, allorasi ha a = 2v—h/2 , ¢ = v+1—h/2,
r = 2v — h + v1. Il numero di atomi di idrogeno deve essere per forza un
numero pari compreso tra 0 e 2v + 2. Conoscendo la formula bruta di un
idrocarburo si possono calcolare subito il numero di legami C' — C' e I'indice
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ciclico, ma non il numero di ramificazioni ( per calcolare quest’ultimo bisogna
conoscere anche il numero v; di gruppi -CH3s).

Ad esempio, gli unici idrocarburi possibili con 5 atomi di carbonio ( in base
a considerazioni puramente topologiche) sono CsHia, CsH1g, CsHg, Cs5Hg,
Cs5H,y, C5Hy. Queste molecole hanno rispettivamente indice ciclico 0, 1, 2,
3, 4, 5 ( osserviamo che un legame doppio equivale ad un ciclo, un legame
triplo a 2 cicli indipendenti ). Una molecola di idrocarburo con v atomi di
C deve avere indice ciclico compreso tra 0 e v. Gli idrocarburi aciclici hanno
formula bruta C,Haz,12, alla quale corrispondono tante diverse formule di
struttura quanti sono i diversi alberi non isomorfi con v vertici ( per v = 1,
2,3,4,5,6,7,... i numero delle formule di struttura possibili é 1, 1, 1,
2,3, 6,12, ... ). Gli idrocarburi ciclici, con indice ciclico ¢, hanno formula
bruta CyHay+2-2¢.

Mediante il grafo di una molecola si possono definire diversi indici topologici
che spesso presentano buone correlazioni con le proprietda chimiche della
molecola. Per stabilire queste correlazioni si pud usare ad esempio il metodo
della correlazione lineare.

In generale, supponiamo di avere N molecole diverse e di conoscere per esse
i valori X1 ,Xo , ... X, di un certo indice topologico X e i valori Y7 ,Y5 ,
... Y, di una certa proprietd chimica Y. Riportiamo in un grafico i valori
di X sull’asse delle ascisse e i valori di Y sull’asse delle ordinate, in modo
che ogni molecola sia rappresentata da un punto sul grafico (fig.3.5).

Data una generica retta y = Az + B, poniamo Z; = Ax; + Be R, =Y, — 7;
(fig.3.5). Se supponiamo che la relazione lineare y = Az + B rappresenti
abbastanza bene la dipendenza di Y da X, i residui R, =Y, — Z; = Y; —
AX; — B devono essere abbastanza piccoli. Si definisce retta di regressione
dei punti considerati la retta che rende minima la somma dei quadrati dei
residui, cioé rende minima la funzione S(A, B) definita da:

S(A,B) = Z(Y’ — AX; — B)? (la somma s’intende per i che va da 1 a N)

Per trovare i valori di A, B, che rendono minima S(A, B) conviene uguagliare
a zero le derivate parziali 6S/6A, 6S/6B:

S(A,B) => Y?+A*) X7+ NB>—24) X;Y;i—2BY Yi+24BY X;)=
= ) (V2 + A’X? + B — 2AX,Y; — 2BY; + 2ABX;)

g—i =24) X7 +2BY X;—2) XY;=0
% =24) X;+2NB-2) Y;=0
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Questo é un sistema lineare di di 2 equazioni nelle 2 incognite A, B, che ha
I'unica soluzione :

A=NY XY -3 XY v/ (NS x2- (3 x0)?)
B= () Yi-AY Xi)/N

Quindi, la funzione S(A, B) ha un unico punto in cui potrebbe trovarsi
un massimo relativo o un minimo relativo ; siccome perd si tratta di una
funzione continua, definita su tutto R? e che tende a pid infinito quando
la distanza del punto (A, B) dall’origine tende a piu infinito (cioé quando
|A| oppure |B| diventano grandi a piacere), per il teorema di Weierstrass
sulle funzioni di 2 variabili il punto trovato deve essere per forza un punto
di minimo assoluto. (Vedi Fig. 3.5).

Y & y=Ax +B
]
P
Y,
tEi 'L
Z
. ]
>
0 X; X
Figure 3.5

I valori trovati di A, B per la retta di regressione possono essere espressi in
modo pid comodo introducendo le medie M(X) e M(Y) e le varianze V (X)
e V(Y) delle 2 variabili X e Y nonché la covarianza C'(X,Y) tra X e Y. Le
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definizioni di M (X), M(Y),V(X), V(Y),C(X,Y) sono le seguenti:

MX) = O X)/N  MY)=(_Y)/N

V(X) = M((X-MX))?) = (D> Xi—MX)?)/N

V(Y) = M((Y-MY))?) =(> Yi- M(Y)*)/N

V(Y) = M((Y-MY))?) = (> Yi- M(Y)*)/N
CXyYy) = M((X*M(X))((Y*M(Y)))Z(Z(X M(X))(Y; — M(Y)))/N

si dimostra facilmente che V(X), V(Y), C(X,Y) si possono esprimere anche
cosl:
V(X) = M(X?) - (M(X))> V(Y)=M(Y?) - (M(Y))?
C(X,)Y) = M(XY)-MX)(M(Y)
e che valgono le seguenti proprietd ( dove con k indichiamo un numero reale
qualsiasi):
MX+Y) = M(X)+M(Y)
M(kX) = EM(X)

VIX4+Y) = V(X)+V(Y)+20(X,Y)

VX-Y) = V(X)+V(Y)-20(X,Y)
V(kX) = EV(X)

C(X,X) = V(X)

C(X,Y) = CY,X)

C(X,kY) = kC(X,Y)

CX,Y+2) = CY,X)+C(X,2)

C(X,k) = 0

Mediante queste proprietd é facile vedere che i coefficienti A, B della retta
di regressione si possono esprimere cosi:

A=C(X,Y)/V(X) B=M{Y)-AM(X)

Dal fatto che B = M(Y) — AM(X) si vede che la retta di regressione passa
per il punto G = (M(X), M(Y)), che rappresenta il baricentro della “ nu-
vola” degli N punti P; = (X;, X;).

Data una generica retta Y = Az + B e posto Z; = AX; + B, R, =Y; — Z;,
si ha :

VY)=V(Z+R)=V(Z)+V(R)+2C(Z,R)
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vogliamo vedere in quali casi succede che la varianza dei dati V(Y') é uguale
alla somma della varianza dei residui V(R) e della varianza V(Z) delle or-

dinate Z; dei punti della retta di ascissa X;. Questo succede se e solo se
C(Z,R) =0, cioé:

C(Z,Y-Z) = 0 C(ZY)-C(Z,Z)=0
C(AX +B)Y) = V(Z)=V(AX + B) = V(AX) = A>V(X)
AC(X,Y) + C’(B Y) = AC(X,Y) = A*V(X)
ACX,Y)—AV(X)) = 0

L’ultima uguaglianza é verificata per 2 valori del coefficiente angolare A :
A=0eA=C(X,Y)/V(X) , che é proprio il coefficiente angolare della
retta di regressione. Il coefficiente B non ha importanza perché né V(Z) né
V(R) dipendono da B.

Quindi per la retta di regressione (e per tutte le rette ad essa parallele)
possiamo dire che la varianza dei dati V(Y) é “spiegata” in parte dalla
“varianza della retta di regressione” V' (Z) e in parte dalla varianza dei residui
V(R). Se la correlazione lineare tra X e Y é molto buona, la varianza dei
residui é molto piccola. La percentuale di varianza spiegata dalla retta di
regressione é data da:

V(2)|V(Y) = AV(X)/V(Y) =
= CHX,Y)V(X)/VHX)V(Y) = C*(X,Y)/V(X)V(Y)

Indicando con S(X) e S(Y) gli scarti quadratici medi di X e di Y, cioé le
radici quadrate delle corrispondenti varianze V(X) e V(Y'), si definisce coef-
ficiente di correlazione lineare tra X e Y la quantita’ R = C'(X,Y)/S(X)S(Y).
Poiché dalla formula precedente risulta che la percentuale di varianza spie-
gata dalla retta di regressione é uguale a R? | risulta che R? pué variare tra
0 e 1, e quindi R pud variare tra -1 e 1.

Osserviamo che R ha lo stesso segno di C'(X,Y) e quindi di A. Se R > 0,
la retta di regressione é crescente e si dice che tra X e Y c¢’é una corre-
lazione positiva. Se R = 1, i punti P; sono esattamente allineati sulla retta
di regressione. Se R = 0, tra X e Y non c¢’é nessuna correlazione lineare
(questo succede quando i punti P; sono distribuiti a caso, ma anche in altre
situazioni). Se R < 0, la retta di regressione é decrescente e si dice che tra
X e Y ¢’é una correlazione negativa (se R = —1 i punti sono esattamente
allineati sulla retta di regressione).

Ad esempio con R = 0.9 si ha R? = 0.81 , il che significa che la retta di
regressione spiega ’81% della varianza dei dati (il restante 19% rappresenta
la varianza dei residui) e la correlazione é abbastanza buona. In genere si
considera buona la correlazione quando R? > 0.8 , discreta quando R? é
compreso tra 0.5 e 0.8, scarsa o nulla quando R? < 0.5 (peré per fare un
test sulla significativita statistica del valore di R occorrerebbe conoscere la
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distribuzione di probabilita’ di X e Y come variabili aleatorie).
Osserviamo che se i punti P; tendono a disporsi con grande precisione su
una curva Y = f(X) che non é una retta, facendo la correlazione lineare tra
X e Y si trova un valore di R? molto piccolo, il che significa correlazione
lineare scarsa o nulla. Pero cié non vuol dire che X e Y siano indipendenti,
anzi é chiaro che tra esse ¢’é una buona correlazione non lineare. In tal caso
si pué dapprima ipotizzare la forma della funzione f(X) (ad esempio una
parabola f(X) = AX? + BX + C), poi determinare i valori dei parametri
(ad esempio A, B, C') in modo da rendere minima la somma dei quadrati dei
residui e infine riportare in un grafico, anziché i valori di X e di Y, i valori
diZ=f(X)ediY. E chiaro che in tal modo i punti tendono a disporsi
sulla retta Y = Z e si ottiene un’ottima correlazione lineare tra Z e Y, con
un valore di R? molto vicino a 1.

Facciamo un esempio: consideriamo i seguenti 8 indici topologici delle molecole
di idrocarburi:

v = numero di atomi di C
h = numero di atomi di H
a = numero di legami C - C
r = numero di ramificazioni
¢ = indice ciclico

d = diametro della molecola (distanza massima tra 2 atomi di C, espressa
come numero di legami del cammino piu’ corto che li unisce)

W = indice di Wiener (somma delle distanze fra tutte le coppie di vertici)
R = indice di Randic (somma delle quantitd (gg’)~"/?
grafo, dove g, ¢’ sono i gradi dei 2 estremi del lato)

per ogni lato del

Vogliamo vedere la correlazione di questi indici col punto di ebollizione Y
(espresso in gradi Kelvin) per 10 diverse molecole di idrocarburi. (riportiamo
i valori dell’indice topologico sull’asse delle ascisse e i valori di Y sull’asse
delle ordinate). I dati sono riassunti nella seguente tabella (NB: ho ricavato
i valori del punto di ebollizione Y da un grafico, quindi essi non sono del
tutto attendibili). Vedi Tab.3.1

Le figure alle pagine seguenti illustrano graficamente la correlazione tra gli
8 indici topologici e il punto di ebollizione Y. Per ogni grafico sono riportati
i valori di A, B (coefficienti della retta di regressione), R? (percentuale di
varianza spiegata dalla retta di regressione).

Risulta che il punto di ebollizione Y ha una correlazione scarsa o nulla
col numero di atomi di H, col numero di legami C' — C', col numero di
ramificazioni e con l'indice ciclico della molecola. Invece ¢’é una correlazione
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Formula bruta Grafo ridotto a Wl R ¥
CsHiz O—O—O<: 4 11 18227 | 263
|
CsHyg D—T—D 4 |2 162 | 260
]
/D O\
CeHiz O\ o6 |0 27 (3 285
o c/
[ —
C.H, G./ \O 9 |6 7713 | 288
\O O/
C7Hg M & |0 56 |3.414| 318
CHis 7 T s |2 48 (3.125) 310
O— O ——— 0 —
/TN
CeHis R g |2 62 13.787| 324
\r::-—o/
/o:c<°
CoHg o—3 o 129 84|41 | 349
\o_<
Cuobiz O\WA 3 |0 1654.914| 385
]
/\/O \
ol H ‘16 12 1114.121] 361
NO/K/
Tabella 3.1
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discreta o buona coi seguenti indici (in ordine di R? crescente): diametro
della molecola (R? = 0.703), indice di Wiener (R? = 0.921), indice di Randic
(R? = 0.961), numero di atomi di C' (R?> = 0.971). Questo é piuttosto
sorprendente, perché il numero di atomi di carbonio v non discrimina tra
molecole lineari e molecole ramificate e si sa che a paritd di v, le molecole
ramificate, piu compatte, hanno punto di ebollizione minore.

Invece l'indice di Wiener W, che tiene conto in un certo senso della forma
della molecola, dovrebbe presentare una correlazione migliore col punto di
ebollizione Y. Perd osservando la figura si vede che nel grafico di Y in
funzione di W i punti sono quasi perfettamente disposti lungo una curva,
mentre nel grafico di Y in funzione di v i punti tendono a disporsi lungo
una retta, ma con precisione minore (nel grafico di Y in funzione dell’indice
di Randic R non si nota una tendenza a disporsi lungo una retta né lungo
una curva). Questo é il motivo per cui la correlazione lineare tra v e Y é
migliore di quella tra W e Y.

Per6 operando un opportuno cambiamento di scala (sull’asse x, sull’asse
y o su entrambi) si pud rendere lineare la correlazione tra W e Y. Se
ipotizziamo una relazione del tipo Y = AW?®, da cui log(Y) = log(A) +
Blog(W), ci dovrebbe essere una relazione lineare tra log(W) e log(Y'), per
cui riportando in ascisse log(W) e in ordinate log Y () (scala bilogaritmica),
i punti dovrebbero disporsi con grande precisione lungo una retta. Questo
é proprio quel che succede nel nostro esempio , dove facendo la correlazione
lineare tra log(W) e log(Y') si ottiene un valore di R? = 0.995 (Figura 3.15).
Tutto questo si vede molto bene anche nei 2 grafici successivi. (Fig 3.6)
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4 1l problema dei territori comuni (the tragedy of
the commons)

Fin dal settecento (Hume, 1739) gli economisti hanno capito che se ciascuno
pensa soltanto ai propri interessi, la ricchezza totale diminuisce e le risorse
dell’ambiente si esauriscono in breve tempo. Ecco un esempio che illustra
questo fatto.

Consideriamo n pastori in un villaggio, i quali tutte le estati portano le
pecore a pascolare in un pascolo comune vicino al villaggio. Sia x; il numero
di pecore possedute dall’ i - esimo pastore e sia s = x1 + 22+ ... + Ty il
numero totale di pecore. Sia C' il costo di allevare una pecora e supponiamo
che esso sia indipendente dal numero di pecore possedute da un pastore.
Indichiamo con f(s) il ricavo che un pastore ottiene portando a pascolare
una pecora; esso dipende dal numero totale s di pecore al pascolo ed é una
funzione decrescente di s , perché all’aumentare di s ogni pecora ha meno
erba a disposizione. Inoltre, quando ci sono poche pecore al pascolo, aggiun-
gere una pecora danneggia poco le rimanenti (quindi f(s) diminuisce poco),
mentre quando il pascolo é vicino al limite di saturazione, aggiungere una
pecora danneggia molto le rimanenti e quindi f(s) diminuisce molto. Indi-
cando con M il numero massimo di pecore che il pascolo pué sopportare,
la funzione f é definita soltanto per i numeri interi compresi tra 1 e M
, ma per comoditd noi supponiamo di poterla prolungare ad una funzione
di variabile reale f : [0, M] — R, definita in tutto lintervallo [0, M], de-
crescente e concava (cioé f/ < 0, f” < 0 : questo traduce le osservazioni
fatte prima). Supponiamo anche che f(M) = 0) e f(0) = A > C (altri-
menti non ci sarebbe nessun guadagno a portare le pecore al pascolo). Da
queste ipotesi segue che f(s) potrebbe essere costante (= A) in un intorno
destro [0, B] di 0, ma non appena f(s) diventa < A, la sua derivata f’(s)
diventa strettamente negativa, quindi f(s) diventa strettamente decrescente.

s

Figura 4.1
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11 grafico di f(s) é del tipo illustrato in figura 4.1

In primavera gli n pastori devono decidere contemporaneamente quante
pecore portare al pascolo. Se 'i-esimo pastore decide di portare al pascolo
x; pecore, la sua funzione di utilitd u; ( ricavo - spesa) sara:

wi(xy,xo+ ..y xp) =xif(xr + ...+ xp) — Cy (1)

La situazione si pué quindi, schematizzare con un gioco non cooperativo a n

giocatori, definito come una (2n+1) -uplaG = (N, X1, Xo... , Xy, uq,uz. .. ,
Up), dove N é l'insieme degli n giocatori, Xi,... , X, sono gli insiemi delle

strategie degli n giocatori e u; : XjzXox... 2z X, — R é la funzione

di utilitd del giocatore i - esimo. Cié significa che, fissate la strategie

x1,%2... %, deglin giocatori (x; appartiene all’insieme X;), u;(z1,z2... ,Ty)
rappresenta il guadagno del giocatore i- esimo. Nel nostro caso gli insiemi

delle strategie X7, ... , X, coincidono tutti con l'intervallo [0, M]. La strate-

gia xz; delli- esimo giocatore é semplicemente il numero di pecore che egli

decide di portare al pascolo e la sua funzione di utilitd u; é data dalla for-

mula (1) precedente .

Ricordiamo che per un gioco non cooperativo a n giocatori, un equilibrio di

Nash é una n - pla di strategie X* = (1%, 22 % ... ,z,*) tale che nessun

giocatore abbia interesse, partendo da X%, a cambiare unilateralmente la

sua strategia, cioé tale che sia :

Wi (1%, e Ty 1%, Ty T 1%, « o k) < UG (T4, o Ty 1%, Tk, Ty 1%, - o Ty )
per ogni strategia x; appartenete a X; e per ogni ¢ da 1 a n.

Teorema 4.1 Nelle ipotesi fatte, il gioco dei territori comuni G = (N, X1, Xo
coo sy XpyUt,ug ..., Uy) ha uno e un solo equilibrio di Nash.

Dimostrazione. Se esiste un equilibrio di Nash, (z1%,za%... ,zy%), in esso
si devono annullare le derivate parziali éu;/éx;. Infatti, fissate le strategie
degli altri giocatori, la funzione di utilitd w; del giocatore i - esimo deve
avere un massimo nel punto di ascissa x;*. Dev’essere quindi:

Su; J6xi(T%1, .. wxn) = f(T %1+, Fakp) +x s flw*+... 4T %, —C =
= fs#) + 2 (5) - C =0

Da cui si ricava:
f(s%) +x % f'(s%) = C (2)

Ponendo in questa uguaglianza prima ¢ = 1 e poi ¢ = 2 e sottraendo membro
a membro si ha :

(w1 % —xo%) f(s%) = 0
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e questo significa che x1x = x9% oppure f'(sx) = 0. Ma f’(sx) non pué
essere 0 perché altrimenti dovrebbe essere f(sx) = A e questo contrasta
con la (2) perché A > C. Dev’essere quindi,xr1* = x2* e analogamente
Tox = Xk = ... = Tp*. Indicando questo valore comune con z*, si ha
sx = nxk e quindi, la (2) diventa:

f(nax) +z* f'(nax) = C (3)

Indichiamo ora con g(x) il primo membro della (3)( con x al posto di zx) e
facciamone la derivata:

g(x) = f(nz) + 2f (nx)

g (@) =nf'(nz) + f'(nz) + nzf’(nz) <0 Vz € [B/n, M/n]

Quindi, g(z) é strettamente decrescente in [B/n,M/n]. Si ha g(B/n) =
Aeg(M/n) = Mf'(M)/n < 0 e poiché A > C, nell’intervallo [0, M /n]
esiste un unico punto xx in cui g(xx) = C , cioé vale la (3). Con ci6
abbiamo dimostrato che ’equilibrio di Nash, se esiste, é unico perché deve
necessariamente coincidere col punto (z*,x * ..., x*).

Resta da vedere che un equilibrio di Nash esiste davvero, cioé che il punto
X = (x*,x * ... ,x%) é effettivamente un equilibrio di Nash. Poiché Xx
annulla tutte le derivate parziali du;/dx;, basta far vedere che le derivate
parziali seconde §%u;/6z? sono <= 0 in tutto [0, M] ( perché allora, facendo
variare la variabile x; e tenendo fisse le altre al valore xx, la funzione di
utilitd u; presenta un massimo per x; = xx). E infatti,

§%u; /822 = 2f (21, ... ,xn) + 2 f" (21, + ..., +ap) <O

come volevasi dimostrare. [ ]

Poiché il gioco dei territori comuni ha uno e un solo equilibrio di Nash,
se gli n pastori vogliono mettersi d’accordo prima su quante pecore far pas-
colare, sembrerebbe che la soluzione piu razionale sia quella di scegliere
proprio questo equilibrio di Nash, cioé scegliere 1 = 3 = ... = x, = T*.
Solo cost infatti, nessuno dei pastori ha interesse a tradire unilateralmente
I’accordo. Perd in questo caso ’equilibrio di Nash ha un grave difetto: non
é efficiente,nel senso che esiste un’altra scelta di strategie che permette a
tutti i giocatori di guadagnare di piu. Se gli n pastori, invece di mettersi
daccordo sull’equilibrio di Nash, si mettessero d’accordo per massimizzare
Vutilitd sociale w = uy + u2 + ... + u, € poi dividessero in parti uguali il
guadagno,guadagnerebbero tutti di pit.

Infatti, I'utilita sociale é data da :

w(@r,...,xn) = (@14 ...+ zp)fler+.. .42y —Cler + ...+ 2p)
= sf(s) = C(s) = u(s)
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cioé u dipende solo dal numero totale s = x1 +. ..+ x, di pecore al pascolo.
Derivando u(s) rispetto a s otteniamo:

) = f(s)+sf(s)-C
) = A-C>0
(M) = Mf'(M)—C <0
"(s) = 2f'(s)+sf"(s) <0  Vse€[B,M]
) <0 Vse o, M]

Quindi, u'(s) é decrescente in [0, M], anzi, é strettamente decrescente in
[B, M]. Allora, esiste un unico punto s’ in [0, M] tale che u/(s') = 0. Cié
dimostra che u(s) ha un unico punto di massimo in [0, M] per s = s'.

Si pud provare che s’ < sx dove sx é il valore di s nell’equilibrio di Nash.
Infatti, sx = nz* e dalla (3) si deduce che f(sx)+ f'(sx)s* /n = C, ma
allora u'(sx) = f(s*x) + sx* f'(sx) — C = s* f'(sx)(n —1)/n < 0. Poiché
u'(s) =0 e u é decrescente, dev’essere s’ < sx.

Posto 2/ = s /n, se tutti i giocatori adottano la strategia 2’ (< xx) e quindi,
portano al pascolo meno pecore di quel che stabilisce I’equilibrio di Nash,
guadagnano tutti di pid ( guadagnano u(s’)/n anziché u(sx)/n e u(s') >
A questo punto perd, uno dei pastori potrebbe essere tentato di “fare il
furbo” e tradire unilateralmente ’accordo, perché cosi facendo potrebbe
guadagnare ancora di pit; infatti, il punto (z/,2’... ,2’) non é un equilibrio
di Nash. Per6 naturalmente, gli altri giocatori reagirebbero cambiando a loro
volta la loro strategia e si avrebbe una successione di strategie che tende
all’equilibrio di Nash, col risultato che tutti i giocatori guadagnerebbero
meno del “massimo sociale” u(s")/n.

Per illustrare questo fatto mettiamoci in un caso particolare molto semplice:
supponiamo che ci siano solo 2 giocatori, indichiamo le loro strategie con x, y
(anziché x1, z2) e supponiamo che la funzione f(s) sia lineare, cioé poniamo
f(s) = A(1 — s/M) (cosa non realistica). Si ha allora:

ui(z,y) = xf(x +y) — Cx = :E(A— C’—A(w—l—y)/M)
uz(,y) = yflz+y) - Cy = y(A -C- A(x+y)/M)

L’equilibrio di Nash (x*,yx*) si trova ponendo duy/éx = dua /by = 0:

ouifor =A—-C—-Alx+y)/M - Ax/M =0  M(A-C) = A2z +y)
dug /oy =A—-C - Alx+y)/M - Ay/M =0  M(A—-C) = A(z +2y)

da cuiz =y = M(A — C)/3A e quindi 'equilibrio di Nash é dato da :

(2, %) = (M(A —C)/34, M(A - C) /3A)
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e l'utilita di ciascuno dei 2 giocatori nell’equilibrio di Nash vale:
ur(zx, 2x) = M(A - C)?/9A
Invece 'utilita sociale u(x,y) = ui(x,y) + uaz(z,y) vale:

u(z,y) = (m—i—y)(A—C’—A(a:-i-y)/M) =s(A—-C— As/M)

Il massimo dell’utilitd sociale si ha nel punto s’ = (2, 2') e si trova ponendo
du/ds = 0:

du/ds=A—C—aS/M —aS/M =A—-C —2aS/M =0
da cui
s =M(A-C)/24 ¥ =M(A-C)/4A

L’utilitd di ciascuno dei 2 giocatori nel punto (2/, ') vale u; (¢/,2") = M(A—
C)?/8A e quindi, é maggiore dell’utilitd data dall’equilibrio di Nash.
I valori delle costanti A, C, M dipendono dalle unitd di misura usate.
Supponiamo per comoditéd che sia A = M =1, C = 0. Allora, si ha:

wi(zy) =z(l-z—y) w(z,y) =yl -z-y)
(xx,xx) = (1/3,1/3) up(xx, %) = ug(x*, xx) = 1/9
(', 2") = (1/4,1/4) uy (2’ 2') = ug(2’,2") = 1/8

E la situazione pud essere rappresentata dalla figura 4.2: il punto P =
(1/3,1/3) rappresenta ’equilibrio di Nash. Il punto Py = (1/4,1/4) rap-
presenta il massimo sociale. Le 2 rette y = (1 —x)/2 e z = (1 —y)/2
rappresentano le curve di miglior risposta dei 2 giocatori. Questo significa
che, fissata la strategia y del secondo giocatore, la miglior risposta del pri-
mo giocatore é quella che rende massima la sua funzione di utilitd. Essa
si indica con r1(y) e si ottiene ponendo éuy/éx = 1 — 2z —y = 0, da cui
z=ri(y) =(1-y)/2
Analogamente la miglior risposta del secondo giocatore, indicata con ry(z),
si ottiene ponendo duz/éy =1 —x —2y =0, da cui y = ro(z) = (1 —x)/2.
L’insieme degli equilibri di Nash, per definizione, é dato dell’intersezione
delle 2 curve di miglior risposta e nel nostro caso contiene un solo punto , il
punto P = (1/3,1/3).

Supponiamo che i 2 giocatori si siano messi d’accordo per la strategia che
d4 il massimo sociale, rappresentata dal punto Py = (1/4,1/4), che d4 a
ciascuno un guadagno ui(1/4,1/4) = ua(1/4,1/4) = 1/8 = 0.125.

A questo punto il primo giocatore pud essere tentato di “fare il furbo”
e tradire l'accordo, spostandosi nel punto P; che sta sulla sua curva di
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miglior risposta e ha coordinate (3/8,1/4). Cosi facendo il primo gioca-
tore porta piu pecore al pascolo e aumenta il suo guadagno, guadagnando
9/64 = 0.141 anziché 1/8 = 0.125, mentre il secondo giocatore guadagna di
meno ( 3/32 = 0,094 anziché 0,125).

Ma naturalmente il secondo giocatore in seguito reagird spostandosi a sua
volta sulla sua curva di miglior risposta, nel punto P» = (3/8,5/16) e au-
mentando a sua volta il numero di pecore al pascolo. A questo punto, come
mostra la figura 4.2, il primo giocatore, se vuole aumentare di nuovo il suo
guadagno, sara costretto a diminuire il numero delle pecore al pascolo. Si
pué andare avanti cosi indefinitamente, costruendo una successione di pun-
ti Py, Pa,Ps...Pyg,... e si pué dimostrare che essa ( in questo caso)tende
all’equilibrio di Nash, come é chiaro anche dalla figura 4.2.

— _1-»
E"-'_I,-;'-_ﬁr-}':l_T

[—

— X

P {:;-%I:I:I = =

o = L B
d

(]
Lt |
Y

1
2

|

Figura4.2

I valori di =, y,u1, us per i punti Py, Pi, Po, P3..., P sono i seguenti:
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Py
Py
Py
P

P

1?4 134
3/8 1/4
3/8 5/16
11/32 5/16
/3 1/3

ul
0,125
0.141
0.117
0.118

0.111

U2
0,125
0.094
0.098
0.107

0.111

Qual é il risultato finale? che entrambi i giocatori si trovano a guadagnare
meno di prima ( 0.111 anziché 0.125) e che il pascolo viene sfruttato pid
di prima ( il numero totale di pecore al pascolo é 2M /3 anziché M/2) e si
esaurisce piu in fretta. E chiaro che da questa storiella si pué ricavare una
morale “ecologica” fin troppo ovvia.
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5 Giochi evolutivi

Introdurré adesso la nozione di equilibrio evolutivo, che é utile per studiare il
comportamento degli esseri viventi in relazione al meccanismo dell’evoluzione
e della selezione naturale. Mi limiterd al semplice caso in cui gli individui di
una singola popolazione di organismi viventi (animali, esseri umani, piante
...... ) interagiscono fra loro a coppie (per esempio: lotte fra animali della
stessa specie per il cibo, per il territorio o per I’accoppiamento).

In ciascuna lotta, ciascun animale si comporta in un modo ben determina-
to, “scegliendo” un’ azione (che chiameré “strategia”) da un certo “insieme
di strategie” S, che é lo stesso per tutti gli animali. Supponiamo peré che
I’animale non scelga 1’azione consciamente, ma seguendo un comportamento
istintivo, geneticamente determinato. Cioé il comportamento dell’animale é
dovuto ai geni che esso ha ereditato dai suoi antenati, oppure a delle mu-
tazioni.

A seconda delle strategie dei 2 contendenti, ciascuno di essi ottiene un certo
vantaggio o un certo svantaggio, che supponiamo possa essere quantifica-
to mediante una certa “funzione di utilitd”, misurata non in termini delle
possibilita di sopravvivenza dell’individuo, ma del suo successo riprodutti-
vo futuro, ossia in termini delle possibilita di sopravvivenza della specie (in
altre parole, il “successo” di un individuo consiste nel riprodursi il pii pos-
sibile e quindi diffondere il pitd possibile i suoi geni nella popolazione).

Se un animale A incontra un animale B e adotta una certa strategia a ,
mentre 'avversario adotta una strategia b (a, b nell’insieme S), indichiamo
con u(a,b) l'utilitd di A. Per simmetria, ['utilitd di B sard data da u(b, a),
dove u é la stessa funzione. Quindi la situazione pud essere schematizzata
mediante un gioco non cooperativo a 2 giocatori G = (A, B, S, S, u1, uz),
dove A, B sono i 2 giocatori, S é 'insieme delle strategie (uguale per i 2
giocatori), u; e ug sono le funzioni di utilitd dei 2 giocatori e sono date da
ui(a,b) = u(a,b) , uz(a,b) = u(b,a). Un gioco che gode di queste proprieta
si chiama gioco simmetrico.

A questo punto diamo la seguente definizione di strategia evolutivamente
stabile o ESS (evolutionary stable strategy):

Definizione 5.1 Una strategia evolutivamente stabile (ESS) bx € una strate-
gia tale che se in una popolazione di animali che adottano tutti la strategia

bx avviene una qualunque mutazione e se questa mutazione fa si che una

piccola percentuale della popolazione assuma una strategia b diversa da bx

, allora lutilitd attesa di un mutante é sempre minore di quella di un non

mutante (qualunque sia b) e quindi i mutanti tendono ad estinguersi.

In altre parole la definizione precedente significa che la strategia bx non
é una ESS se e solo se esiste almeno una strategia b diversa da bx tale che,
se avviene per caso una mutazione che fa assumere ad alcuni mutanti la
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strategia b, questi mutanti proliferano ed invadono la popolazione.

Ma che cosa significa “utilita’ attesa” 7 Per capirlo dobbiamo fare alcune
considerazioni di carattere probabilistico. Se abbiamo una popolazione in
cui tutti gli animali adottano la stessa strategia b e se in essa avviene
una mutazione che fa si che una piccola percentuale di mutanti adotti una
strategia diversa b , indichiamo con ¢ la percentuale iniziale dei mutanti (
€ é un numero positivo compreso tra 0 e 1, ma “molto piccolo”, cioé molto
pit vicino a 0 che a 1). E chiaro che, in una lotta tra 2 animali, 'utilita
di ciascuno di essi dipende dal fatto che sia lui che il suo avversario siano
mutanti o non mutanti, cioé dipende dalla probabilita che ciascun animale
ha di incontrare un mutante (questa probabilitd vale € ) oppure un non
mutante (1 — ). Quello che conta é l'utilitd attesa, o utilitd media, di
ciascun animale. Per un non mutante (che adotta la strategia bx) l'utilita
attesa vale:

u = (1 —e)u(b*,bx) + cu(bx,b)

in quanto se il non mutante incontra un altro non mutante ottiene un’utilita
u(b*, bx), mentre se incontra un mutante ottiene u(b*,b). Invece l'utilitd
attesa di un mutante vale:

u' = (1 —¢e)u(b, bx) + cu(b,b)

Quindi la strategia bx é una ESS se e solo se v/ < u per ogni strategia b
diversa da b e per ogni ¢ sufficientemente piccolo. Possiamo allora rifor-
mulare la definizione di ESS in questo modo piu’ preciso (molto tecnico e
matematico):

Definizione 5.2 La strategia bx € una ESS se e solo se per ogni strategia b
diversa da bx esiste & > 0 tale che per ogni € nell’intervallo (0,6) si abbia:

(1 —e)u(b, bx) 4+ cu(b,b) < (1 — e)u(b*, bx) + cu(b, b) (1)
Passando al limite per € tendente a zero da questa disuguaglianza si ottiene:
u(b, bx) < u(bx, bx) Vb # b x* (2)

dalla quale segue che nel gioco G = (A, B, S, S, u1,u2) la coppia di strategie
(b*, bx) é un equilibrio di Nash. Infatti poiché u;(a,b) = u(a,b) e uz(a,b) =
u(b,a), la (2) significa che uy(b,bx) < wuj(bx,bx) e ua(bx,b) < ug(bx,bx)
per ogni b diversa da bx, che é proprio la definizione di equilibrio di Nash
per (bx,bx). (Ricordiamo che, in un gioco non cooperativo a 2 giocatori, un
equilibrio di Nash é una coppia di strategie a partire dalla quale nessuno dei 2
giocatori pué migliorare la sua utilitd cambiando unilateralmente strategia).
Quindi la (2) é condizione necessaria perché valga la (1), cioé perché b+ sia
una ESS, peré non é condizione sufficiente. Infatti se nella (2) vale il segno
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< in senso stretto, allora é chiaro che per ¢ abbastanza piccolo vale anche la
(1) (per il teorema della permanenza del segno sui limiti di una funzione),
ma se nella (2) vale il segno = , allora la (1) diventa semplicemente:

eu(b,b) < eu(bx,b)

e quindi é verificata se e solo se vale 'ulteriore condizione u(b, b) < u(bx*,b).
Abbiamo quindi dimostrato il seguente

Teorema 5.1 La strategia bx € evolutivamente stabile (ESS) se e solo se nel
gioco G = (A, B, S, S,u1,uz2) la coppia di strategie (bx,bx) é un equilibrio di
Nash che verifica lulteriore condizione:

u(b, bx) = u(bx, bx)con b diversa da b* = u(b,b) < u(bx,b) (3)

(il gioco G si chiama anche “gioco evolutivo” e se bx é una ESS, ['equilibrio
di Nash (bx,bx) si chiama anche “equilibrio evolutivo”).

Esempio 5.1 Supponiamo che ogni animale abbia a disposizione solo 2
strategie a,b e che la tabellina dei valori della funzione di utilita « sia la
seguente:

o
— |
— |

T
£
-

E facile verificare che il gioco G = (A, B, S, S,u1,u2) ha 2 equilibri di Nash
(a,a) e (b,b) , ma solo la strategia a é una ESS, mentre b non lo é. [ ]

Esempio 5.2 Gioco Falchi - Colombe in strategie pure

Un esempio classico di gioco evolutivo ¢ il cosiddetto “gioco Falchi - Colombe”.
Supponiamo che in una popolazione di animali della stessa specie si verifichi-
no delle contese fra 2 animali per la conquista delle prede e poniamo uguale
a 1 l'utilitd che un animale ottiene conquistando una preda. Supponiamo
anche che ogni animale abbia a disposizione 2 sole strategie: un comporta-
mento aggressivo, da “Falco” (F') e uno non aggressivo, da “Colomba” (C).
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Se entrambi gli animali si comportano da Colomba, allora si dividono la
preda e quindi ognuno ottiene 1/2. Se uno si comporta da Falco e 'altro da
Colomba, allora il Falco vince e ottiene 1, la Colomba scappa e ottiene 0.
Se entrambi si comportano da Falco, allora combattono fra loro; in media
ciascuno ottiene meta’ della preda, ma deve pagare anche un certo prezzo
¢ per il combattimento (in termini di fatica o di ferite ricevute) e quindi
poniamo 'utilitd di entrambi pari a 1/2 — ¢ . La tabellina dei valori della
funzione di utilitd v é quindi la seguente:

2
L}
ba—| — |2

A questo punto possiamo distinguere 3 casi:

Caso 1 : ¢ < 1/2 (il costo della lotta é meno della meté del valore della pre-
da). In tal caso é facile verificare che il gioco G = (A, B, S, S, u1,u2) ha
un solo equilibrio di Nash (F, F'), che é anche un equilibrio evolutivo,
e inoltre la strategia F' é evolutivamente stabile (mentre C' non lo é).
Notiamo perd che in questo caso, come spesso succede, I'equilibrio di
Nash ha un grave difetto: non € efficiente, nel senso che se entrambi
gli animali adottassero la strategia C' guadagnerebbero di piu (otter-
rebbero 1/2 anziche’ 1/2 — ¢). Ma in questo caso le leggi di natura
(la selezione naturale) orientano la popolazione verso la strategia F,
come vedremo meglio fra poco.

Caso 2 : ¢ =1/2 . In tal caso si vede subito che il gioco G ha 3 equilibri di
Nash (F, F),(F,C),(C, F), ma solo uno dei 3, e precisamente (F, F),
é un equilibrio evolutivo. La strategia F' é I'unica ESS.

Caso 3 :c > 1/2 (il costo della lotta supera la meta del valore della preda).
In tal caso il gioco G ha 2 equilibri di Nash (F,C) e (C, F'), ma nat-
uralmente nessuno dei 2 é un equilibrio evolutivo (perché corrisponde
a 2 strategie diverse). Ne segue che non esiste nessuna ESS.

Per verificare tutto questo, vediamo cosa succede se una mutazione fa com-
parire alcune Colombe (C') in una popolazione di Falchi (F'), o alcuni Falchi
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in una popolazione di Colombe. Anzi, consideriamo il caso generale di una
popolazione mista di Falchi e Colombe, con una percentuale ¢ di Falchi e
una percentuale 1—¢ di colombe (¢ é un numero dell’intervallo aperto (0, 1)).
Poiché in questa popolazione ogni animale ha una probabilitd € di incontrare
un Falco e una probabilita’ 1 —e di incontrare una colomba, le utilita’ attese
u,u’ di un Falco e di una Colomba sono rispettivamente:

u=¢e(l/2—c)+(1l—e)l=¢/2—ce+1—e=1—ce—¢/2
v =e0+(1-¢)1/2=1/2—¢/2

quindi i Falchi sono favoriti rispetto alle Colombe se e solo se 1 —ce —¢/2 >
—¢€/2, cioé e < 1/(2¢).

Nei casi 1 e 2 (¢ <1/2)siha1l/(2¢c) > 1 e quindi e < 1(2¢) é sempre vera,
cioé i Falchi sono sempre favoriti: qualunque percentuale di Colombe nella
popolazione é destinata a diminuire e ad estinguersi e rimarrd una popo-
lazione di soli Falchi. Cié conferma il fatto che F' é la sola ESS.

Diversa ¢ la situazione nel caso 3, cioé se il costo della lotta é troppo alto. In
questo caso 1/(2¢) é un numero positivo minore di 1 e i Falchi sono favoriti
solo se la loro proporzione nella popolazione é minore di questo valore. Se si
parte con una percentuale di Falchi uguale a 1/(2c¢), allora Falchi e Colombe
sono ugualmente favoriti e la popolazione é una popolazione mista in equi-
librio: le percentuali di Falchi e Colombe rimangono costanti. Se invece
la percentuale di Falchi é minore di 1/(2c¢), aumenta e tende al valore di
equilibrio 1/(2¢). Infine, se la percentuale di Falchi é maggiore di 1/(2c)
, diminuisce e tende a 1/(2¢). Questo conferma il fatto che nessuna delle
2 strategie F,C é evolutivamente stabile: non appena in una popolazione
di puri Falchi appare un mutante Colomba, o in una popolazione di pure
Colombe appare un mutante Falco, il mutante prolifera e si diffonde nella
popolazione, finché la sua percentuale raggiunge il valore critico di equilib-
rio.

Questo risultato fa sorgere il sospetto che nel caso 3 (¢ > 1/2 ) gli animali
possano adottare una “strategia mista” (cioé comportarsi a volte da Falco e
a volte da Colomba) che sia evolutivamente stabile. Pué darsi che gli animali
abbiano un “grado di aggressivita” fisso, determinato geneticamente, espres-
so da un numero x compreso tra 0 e 1, che non é altro che la probabilita con
cui essi si comportano da Falchi (naturalmente 1 — z é la probabilita che si
comportino da Colombe). Nel “gioco Falchi - Colombe in strategie miste”
che ora esamineremo, le strategie a disposizione di ciascun animale non sono
solo F' e C (strategie pure), ma sono rappresentate da un qualsiasi numero
x dellintervallo [0, 1] (strategie miste). [ ]

Esempio 5.3 Gioco Falchi - Colombe in strategie miste
In questo caso nel gioco G = (A, B, S, S, u1, uz) 'insieme S delle strategie co-
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incide con I'intervallo chiuso [0, 1] per entrambi i giocatori. Indichiamo con z
la strategia del primo giocatore e con y quella del secondo, cioé il primo gio-
catore si comporta da Falco con probabilitd = e da Colomba con probabilita
1—2 , mentre il secondo si comporta da Falco con probabilitd y e da Colom-
ba con probabilitd 1 — y. Allora le funzioni di utilitd ui(z,y), uz(z,y) dei
2 giocatori si calcolano come utilitd medie, tenendo conto della probabilitda
che ciascuno dei 2 si comporti da Falco o da Colomba. Si ha:

ui(x,y) = u(z,y) = (i —c)ry + 1z(l —y) +0y(1 — ) + %(1 —x)(1-y) =

2
1 - 1
:xQ—yc:Ey—l—xwy—l—a%%—l-%:%L)cmy

u2(z,y) = u(y, )

Esaminiamo separatamente 3 casi, a seconda che il parametro ¢ (costo della
lotta rispetto al valore della preda) sia minore, uguale o maggiore di 1/2 :

Caso 1 : ¢ < 1/2 . Per trovare gli equilibri di Nash del gioco in strategie
miste conviene considerare le curve di miglior risposta Ri, Re dei 2
giocatori. Definiamo la curva di miglior risposta R; del primo gioca-
tore come l'insieme dei punti (r1(y),y), dove r1(y) indica una miglior
risposta del primo giocatore alla strategia y del secondo giocatore.
Cioé, fissata y, r1(y) indica un valore di  che rende massima u(x,y)
al variare di x. Diciamo “una miglior risposta” e non “la miglior
risposta” perché di valori di = che rendono massima wu(z,y) possono
essercene tanti, anche infiniti. Quindi la “funzione di miglior risposta”
non é una funzione nel senso usuale di funzione ad un solo valore: é
una funzione a piu valori, detta anche multifunzione.

In modo analogo si definisce la curva di miglior risposta Ry del sec-
ondo giocatore come l'insieme dei punti (z,r3(z)), dove ro(x) indica
un valore di y che, fissata la strategia = del primo giocatore, renda
massima 'utilitd uy(z,y) del secondo giocatore, al variare di y. Cid
posto, l'insieme degli equilibri di Nash del gioco G é semplicemente
R1 N Ry, cioé lintersezione delle 2 curve di miglior risposta.

Poiché u(z,y) , fissata y, é una funzione lineare di x , basta calcolare
i valori che essa assume per x = 0 e per x = 1 per trovare la curva
di miglior risposta = = r1(y) : se u(0,y) > u(1l,y) si ha r1(y) =0,
se u(0,y) < u(l,y) si ha r(y) = 1 e infine se u(0,y) = u(1,y) si ha
r1(y) = l'intero intervallo [0, 1]. Quindi:

w0,9) = (1=9)/2  wly)=1-y/2—-cy
u(l,y) > u(0,y)se esolose 1—y/2—cy>1/2—1y/2,cioé y < 1/(2c)

siccome ¢ < 1/2 e quindi 1/(2¢) > 1 , questa condizione é sempre
soddisfatta, quindi la miglior risposta del primo giocatore é sempre

[©N

52



1, qualunque sia y. Per la simmetria del gioco G, la miglior rispos-
ta del secondo giocatore é sempre 1, qualunque sia x. Ma allora
Iintersezione delle 2 curve di miglior risposta si riduce a un unico
punto, il punto (1,1) , che é I'unico equilibrio di Nash di G. Si verifi-
ca facilmente che si tratta di un equilibrio evolutivo, cioé la strategia
x = 1 (comportarsi sempre da Falco) é evolutivamente stabile. Quindi
in questo caso, come risultato della selezione naturale, dovremmo as-
pettarci una popolazione di puri Falchi. Se in una popolazione di puri
Falchi avviene una mutazione che trasforma alcuni individui diminu-
endone 'aggressivitd, cioé facendoli adottare una strategia = < 1, i
mutanti sono destinati a sparire.

Caso 2 : ¢=1/2 . In tal caso la funzione di utilitd del primo giocatore é
data da:

ui(z,y) = u(r,y) =(r —y+1)/2—zy/2 = (z+ 1)(1 —y)/2

Fissata y, il massimo di u(z,y) si ha per z = 1 se y < 1 , mentre
se y = 1 la funzione u(z,y) é identicamente nulla. Quindi la miglior
risposta del primo giocatore é 1 se y < 1, é tutto l'intervallo [0, 1] se
y = 1. Analogamente, la miglior risposta del secondo giocatore alla
strategia = del primo giocatore é 1 se x < 1, é tutto l'intervallo [0, 1]
se x = 1. Le 2 curve di miglior risposta R1 e R2 coincidono entrambe
con l'unione dei 2 segmenti (1,1) — (1,0) e (1,1) — (0, 1) nel piano zy.
Quindi il gioco G ha infiniti equilibri di Nash: tutti i punti del tipo
(z,1) o (1,y), con = e y qualsiasi. Naturalmente fra questi equilibri,
solo (1,1) pué essere un equilibrio evolutivo, ed é facile verificare che
effettivamente lo é. Anche qui la strategia x = 1 (puro Falco) é 'unica
ESS e anche qui i mutanti in una popolazione di puri Falchi sono
destinati a sparire.

Caso 3 : ¢>1/2 . Ripetendo gli stessi calcoli eseguiti nel caso ¢ < 1/2
, si trova che la miglior risposta del primo giocatore alla strategia y
del secondo é 1 se y < 1/(2¢), ¢ 0 se y > 1/(2¢) , é tutto l'intervallo
[0,1] se y = 1/(2¢). Queste tre situazioni sono tutte possibili, perché
in questo caso il numero 1/(2¢) é minore di 1. La curva di miglior
risposta R1 del primo giocatore é l'unione dei 3 segmenti (1,0) —

(1, 1/(2c)), (0, 1/(2(:)) - (1, 1/(2c)), (0, 1/(2c)) —(0,1) nel piano ay
(fig.1). La curva di miglior risposta R2 del secondo giocatore é la sim-
metrica di R1 rispetto alla retta y = x (fig.5.1).

Queste 2 curve s’intersecano nei 3 punti (0, 1), (1,0), (1/(20), 1/(2(:)),
che sono gli unici equilibri di Nash del gioco G. T primi 2 sono
equilibri in strategie pure, il terzo é un equilibrio in strategie miste.
Quest’ultimo equilibrio é I'unico che pud essere un equilibrio evolutivo
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ed effettivamente lo é, com’é facile verificare. La strategia x = 1/(2¢)
é I'unica ESS. Quindi in questo caso c¢i dovremmo aspettare, come
risultato della selezione naturale, non una popolazione di puri Falchi
né una popolazione di pure Colombe, ma una popolazione di individui
tutti uguali che adottano la strategia mista © = 1/(2¢) , cioé si com-
portano da Falco con probabilita’ 1/(2¢) e da colomba con probabilita’
1—1/(2¢) (¢é una situazione un po’ diversa da quella che avevamo visto
nell’esempio delle strategie pure, dove si poteva avere una popolazione
in equilibrio con una percentuale 1/(2¢) di puri Falchi e una per-
centuale 1 — 1/(2¢) di pure Colombe). Questo dimostra I'importanza
delle strategie miste.

||—~
Fa Y
e

—
Y

L
2C
Figura 5.1

Il parametro ¢ che determina il modello (rapporto tra costo della lotta e
valore della preda) dipende dall’ambiente e pué variare se variano le con-
dizioni ambientali. In particolare, se il numero delle prede diminuisce, é
chiaro che il valore di una singola preda aumenta e quindi (supponendo che
il costo della lotta rimanga invariato) ¢ diminuisce. Ci si aspetterebbe che
questo aumenti la probabilitd che gli animali si comportino come Falchi,
ma noi supponiamo che gli animali non possano modificare volontariamente
il loro comportamento, perché esso é determinato geneticamente. Bisogna
aspettare che avvengano per caso delle mutazioni nella popolazione, poi
I’ambiente esercitera la sua influenza sui mutanti, facendoli estinguere o dif-
fondere a seconda dei casi. Vediamo con un esempio cosa pud succedere.

Supponiamo che all’inizio il parametro ¢ abbia un valore ¢; > 1/2 e che
tutta la popolazione si trovi in equilibrio e adotti 'unica ESS x; = 1/(2¢1).
Supponiamo che in seguito avvenga un cambiamento nell’ambiente: il nu-
mero delle prede diminuisca drasticamente (per qualche causa come incendi,
alluvioni, malattie, cambiamenti di clima ... ) e provochi la diminuzione di
¢ dal valore iniziale ¢; a un valore finale ¢ < ¢; (supponiamo perd che

54



1/2 < ¢g < ¢1, in modo che col nuovo valore s sia possibile un nuovo equi-
librio in strategie miste, dato dalla nuova ESS x2 = 1/(2¢2), con x2 > x1).
Cosa succede?

Intuitivamente si potrebbe pensare che gli animali modifichino il loro com-
portamento, adottando subito la nuova ESS piu aggressiva xa = 1/(2¢2)
(anche se non conoscono la teoria dei giochi e non sanno fare i calcoli!).
Ma questo non é possibile, perché il loro comportamento é determinato ge-
neticamente. Finché non si verificano mutazioni, gli animali continueranno
tranquillamente ad adottare la loro vecchia strategia x; , anche se questa
non € piu di equilibrio. Supponiamo pero’ che ad un certo punto avvenga
una mutazione che fa cambiare il comportamento degli animali, provocando
la comparsa di una piccola percentuale € di mutanti, che al posto della vec-
chia strategia x1 adottano una nuova strategia = (scelta a caso nell’intervallo
0,1]).

Cosa succede allora? La mutazione viene accettata (cioé la percentuale dei
mutanti aumenta ed essi si diffondono nella popolazione) oppure rifiutata
(cioé i mutanti tendono ad estinguersi) ? Per saperlo occorre vedere se
l'utilitd attesa v’ di un mutante é maggiore o minore dell’utilitd attesa u
di un non mutante. Per calcolare u,u’ osserviamo che per ogni animale la
probabilitd di incontrare un mutante é € , la probabilitd di incontrare un
non mutante é 1 — ¢ . Percié u, ' sono date da:

u=(1—-¢e)u(z1, 1)+ cu(zy, )

u' = (1 —¢e)u(x,r1) + eu(z, )

la mutazione viene accettata se e solo se u < u' , cioé:

s(u(axl, x) — u(x,x)) <(l-¢) (u(l“,fm) —u(xy, fUl))

ma u(z,y) = (x —y + 1)/2 — coxy e quindi la mutazione viene accettata se
e solo se:

5((:51 —24+1)/2 — oz — 1/2 + c22?) < (1 —5)(($—w1 +1)/2 = comyx — 1/2 + coa?)

5((3:1 —x)/2 — co(xy — 3:)) <(1=e)(x—21)/2—comy(x — 3:1)>
e(z1 —2)(1/2 —coz) < (1 —¢e)(x — 21)(1/2 — coxq) (4)
A questo punto distinguiamo 3 casi, a seconda che sia

r<z1, T1<Tr<T2 T>T2:

Primo caso: = < x; (la nuova strategia x si allontana dalla nuova ESS
x2). In questo caso possiamo dividere ambo i membri della (4) per
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x1 —x > 0, ottenendo:

e(1/2 —cox) < (1 —¢)(cowy — 1/2)
€/2 —ecowr < coxry — 1/2 —ecomwy +€/2
eca(r1 —x) < cawy — 1/2

e < (cam1 — 1/2) /(cz(xl - x))
(21— 1/(2e2)) /(@1 — )

(x1 —x2) /(21 — @)

e <
e <
ma poiché x1 — x9 < 0, questa disuguaglianza non é mai verificata,

quindi la mutazione é sempre rifiutata, qualunque sia la percentuale
dei mutanti. Perci6é i mutanti tendono ad estinguersi.

Figura 5.2

Secondo caso: x1 < x < x2 (la nuova strategia x si avvicina alla nuova
ESS z3). In questo caso 1 —x < 0, quindi possiamo fare gli stessi
calcoli del caso precedente, con l'avvertenza di cambiare senso alla
disuguaglianza ogni volta che dividiamo per z; — x . Siccome perd
questa divisione viene fatta 2 volte, alla fine il risultato é lo stesso, cioé
(cambiando segno a numeratore e denominatore, che sono entrambi
negativi):

e < (xg —m1)/(x — 1)

poiché il secondo membro é maggiore di 1, questa disuguaglianza é
verificata qualunque sia la percentuale ¢ dei mutanti. Percié la mu-
tazione viene accettata, i mutanti si diffondono nella popolazione e la
loro percentuale tende addirittura a 1 = 100%.

Figura 5.3
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Terzo caso: = > x2 (la nuova strategia x oltrepassa la nuova ESS x3). In
questo caso i calcoli sono perfettamente uguali a quelli del secondo
caso e quindi si ottiene:

e < (xg —m1)/(x — 1)

Figura 5.4

perd il secondo membro é un numero positivo minore di 1. Cié significa
che la mutazione viene accettata solo in parte: solo se la percentuale
dei mutanti é minore del valore P = (v2 — x1)/(z — x1). All’inizio
la percentuale dei mutanti é molto piccola, ma poi cresce e tende a
un valore di equilibrio P. Si crea cosi una doppia popolazione: una
percentuale P di animali usa la nuova strategia x , una percentuale
1 — P continua ad usare la vecchia strategia x.

E chiaro che quando avverrd una seconda mutazione, essa sard accetta-
ta o meno a seconda dei casi e cié provochera un graduale avvicina-
mento della strategia della popolazione alla nuova ESS zs , ma questo
avverra in un modo discontinuo, molto complicato, con la possibile
comparsa di popolazioni multiple.
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6 Lotte tra animali come giochi evolutivi (da un
articolo di “American Scientist” , luglio 1998)

La scienza del comportamento animale a volte si trova di fronte ad alcuni
comportamenti paradossali, che sembrano contrari al “buon senso”, ma pos-
sono essere spiegati modellizzando la situazione mediante un gioco evolutivo
e facendo uso delle strategie evolutivamente stabili (ESS). L’importante é
capire “a quale gioco gli animali stanno giocando”.

Consideriamo un famoso esempio, noto come “principio dell’handicap”: a
volte gli animali con interessi in conflitto sviluppano dei comportamenti che
sono costosi per chi li attua, anche se essi abbassano le sue possibilita di so-
pravvivenza. Mostrando che pué sopportare un handicap, ’animale mette in
mostra la sua forza, un messaggio che gli altri animali dovrebbero rispettare.
Per esempio, quando una gazzella vede un leone pud spiccare un balzo in
aria sulle 4 zampe diverse volte prima di scappare, dimostrando cosi di es-
sere in ottime condizioni fisiche, di modo che il leone sprecherebbe invano
le sue forze tentando di inseguirla. Quest’ipotesi fu inizialmente respinta
da molti, perché contraddice I'intuizione biologica che ’evoluzione dovrebbe
favorire i segnali che costano meno fatica agli animali che li producono. Per
risolvere tali questioni pud essere utile usare degli strumenti matematici,
fra cui la teoria dei giochi evolutivi. Un gioco é un modello matematico
dell’interazione strategica, che nasce quando il risultato dell’azione di un
individuo dipende dalle azioni degli altri. In un gioco evolutivo giocato
all’interno di una singola specie 'insieme dei giocatori é un ecotipo, cioé
una popolazione di animali in un dato ambiente.

Ogni giocatore ha un insieme di strategie possibili. In un gioco evolutivo,
questo insieme ¢ lo stesso per ogni giocatore ed é vincolato dalla “struttura
d’informazione” dell’interazione. Per esempio, gli animali possono mod-
ificare il loro comportamento in diverse circostanze, come essere padroni
del territorio o intrusi, solo se sono consapevoli di tali ruoli. Le modalita
d’interazione devono essere ben definite e accompagnate da una formula
che esprime la funzione di utilita di ciascun giocatore, in funzione della sua
strategia e di quelle degli altri giocatori. Nei giochi evolutivi 1'utilita é mis-
urata in termini di successo riproduttivo futuro.

Perché un gioco sia utile, dev’essere possibile riconoscere una o piu fra le
strategie possibili come “soluzione” per un certo scopo. Nel nostro caso, la
soluzione é il comportamento che ci aspettiamo si sviluppi come conseguenza
della selezione naturale. Se un comportamento é fissato in una popolazione
reale, allora dev’essere vero almeno che ogni altro comportamento possibile,
che compaia per mutazione in una piccola percentuale della popolazione,
darebbe un’utilitd minore, perché altrimenti il comportamento alternati-
vo si sarebbe diffuso nella popolazione. Il concetto rilevante di soluzione,
introdotto da John Maynard Smith, é quello di “strategia evolutivamente
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stabile” (ESS), cioé una strategia che d4 un’utilitd maggiore di ogni possibile
strategia mutante.

Lo studio delle ESS pud aiutare a risolvere alcuni apparenti paradossi nel
comportamento animale. Un paradosso nasce quando l’evidenza contrad-
dice l'intuizione, il che pud succedere solo se I'intuizione si basa su ipotesi
false, anche se implicite. Quindi "unico modo di risolvere un paradosso é
smascherare le ipotesi false. In altre parole, se esiste un paradosso nel com-
portamento di una certa specie di animali, allora noi abbiamo “indovinato”
in modo sbagliato il gioco a cui gli animali stanno giocando. Per risolvere il
paradosso noi dobbiamo cambiare il modello, piu volte se necessario, finché
non troviamo il gioco giusto. Assumendo che il comportamento osservato
corrisponda a una ESS, ci sono solo 5 cose che potrebbero essere sbagli-
ate: l'ecotipo, la struttura informativa, l'insieme delle strategie, le modalita
d’interazione e la funzione di utilita. Ciascuna di queste cose pud essere
importante, come dimostrano i seguenti 3 esempi.

Esempio 6.1 Gioco della guerra di logoramento (farfalle)

J.Marden e J.Waage studiarono una serie di lotte territoriali tra farfalle mas-
chio della specie Calopteryx Maculata. Le farfalle avevano, come indicatori
di forza, delle riserve di grasso variabili, diverse da individuo a individuo.
Per queste lotte ci si aspetta che ogni animale paragoni la sua forza con quel-
la dell’avversario e si ritiri quando pensa di perdere. Cié é stato confermato
da studi sperimentali su molte specie animali. La durata della lotta é piu
lunga quando i contendenti hanno circa la stessa forza, cosicché é difficile
giudicare chi vincera.

Ma i duelli tra farfalle non seguono questa logica. Sebbene ’animale pid de-
bole alla fine ceda al suo avversario in oltre il 90% dei casi, non ¢’é nessuna
correlazione negativa tra la durata della lotta e la differenza di forza tra i 2
contendenti. Questo é un paradosso, tanto pid sconcertante in quanto la re-
lazione attesa si verifica invece in altre specie animali. Cosa c’é di sbagliato
nelle nostre ipotesi?

Una possibile ipotesi errata é semplicemente che le farfalle possano valutare
la forza una dell’altra. Questa di solito é una buona ipotesi per animali con
la vista acuta (come i cervi) e spesso viene assunta senza problemi nello
studio delle lotte fra animali. Ma negli insetti il grasso é immagazzinato
internamente, quindi una farfalla non pué vedere direttamente le risorse del
suo avversario (Marden non ha trovato nessuna correlazione tra le riserve di
grasso e caratteristiche direttamente osservabili come la lunghezza del corpo
o l'apertura alare). Pué darsi che le farfalle non possano in alcun modo
valutare la forza dell’avversario.

Gibbons, in una collaborazione con Marden, sviluppdé un modello in cui
un’ipotesi chiave é che i giocatori conoscono solo la propria forza. Il gioco
risultante é noto come “guerra di logoramento” e una strategia é la per-
centuale delle sue riserve iniziali che 'animale é disposto a spendere in una
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lotta prolungata per un certo sito. Una seconda ipotesi chiave é che il valore
della vincita é proporzionale alle riserve di grasso rimanenti al vincitore. Pit
riserve un animale risparmia, pit avréd successo nell’attirare una compagna,
nel trovare cibo o nel difendere il suo territorio (e quindi nel riprodursi).
Queste ipotesi determinano 'insieme delle strategie e la formula della fun-
zione di utilita.

Ma per quanto riguarda ’ecotipo? In generale un modello é soltanto una
“caricatura” della natura, cioé una sua semplificazione estrema, in quanto
riduce la complessita di un ambiente reale a pochi parametri numerici. Nel
gioco della guerra di logoramento ci sono solo 2 parametri, ognuno dei quali
é un numero compreso fra 0 e 1. Il primo, il coefficiente di variazione C,
misura la dispersione delle riserve di energia intorno alla loro media. 1l sec-
ondo parametro, il rapporto costi - benefici R, paragona il costo del perdente
di spendere 1 unita di riserve di grasso con I’eventuale beneficio del vincitore
per 1 unitd risparmiata. Cié significa che il valore delle riserve di energia
si riduce di un fattore R passando dal vincitore al perdente. Nella realtd
R varia da individuo a individuo, ma nel modello assumiamo R uguale per
tutte le farfalle.

R*rappn:nrtn:n cost - heneficl

not esiste nessuna E3S

b2

eaiste una ESR

»

>

coefficients & variazione

Figura 6.1

Quando ciascuna componente del gioco é stata identificata, possiamo cercare
le ESS. In generale, i parametri del modello determinano se una ESS esiste o
meno. In questo caso una ESS esiste se il rapporto costi - benefici R supera
una certa soglia critica f(C'), che dipende dal coefficiente di variazione C
e cresce con C (fig.6.1). Se una ESS esiste, é data da una certa strategia
xx = g(C, R) che dipende dai parametri del modello (vedremo fra poco la

60



forma delle funzioni f, g). Se non esiste una ESS, allora ogni strategia > 0
puo essere invasa da mutanti che adottano la strategia x = 0 (cioé fuggono
subito senza combattere).

La ESS zx* (quando esiste) é sempre maggiore di 2/3 , cioé le farfalle combat-
tono sempre fin quasi all’esaurimento (continuando a svolazzare intorno al
sito prescelto, senza contatto fisico), consumando almeno il 66.6% delle pro-
prie energie. Anche questo é un comportamento paradossale, tanto piu che
si dimostra che la ESS zx é sempre inefficiente, cioé se le farfalle adottassero
tutte la strategia @ = 0 otterrebbero un’utilitd maggiore (ma naturalmente,
se ¢’é solo una piccola percentuale di mutanti con £ = 0 in una popolazione
con x = x* , i mutanti ottengono un’utilitd minore dei non mutanti, altri-
menti z* non sarebbe una ESS).

Si pué descrivere a parole la ragione per la stabilitd della ESS. Essere dis-
posti a spendere una percentuale troppo piccola delle riserve iniziali pué
significare cedere senza necessitd a un avversario pii debole (che altrimenti
perderebbe), mentre una percentuale troppo alta pué significare sprecare
inutilmente delle risorse contro un avversario piu forte (che vincerebbe co-
munque). Sebbene le farfalle non conoscano la forza dell’avversario, possono
raggiungere un equilibrio tra queste 2 opposte esigenze adeguandosi alla dis-
tribuzione delle riserve nella popolazione.

In seguito Marden osservd altri duelli tra farfalle in collaborazione con
Rollins e mise in comune con lui i dati. Sebbene la percentuale delle vittorie
delle farfalle pit grasse diminuisse da 90% a 86%, rimase molto alta. Ora,
le approssimazioni ragionevoli sono la base dei modelli matematici (effetti
che sono piccoli in una popolazione reale di solito vengono trascurati nel
modello). Per esempio, potremmo aspettarci che I'86% delle vittorie delle
farfalle piu grasse si traduca in un 100% nel modello. E questo é proprio quel
che accade, perché entrambi i contendenti sono disposti a spendere la stessa
percentuale delle riserve iniziali. La farfalla pid magra inevitabilmente si
arrende prima.

Cost le ipotesi della conoscenza e della non conoscenza (della forza dell’avversario)
prevedono entrambe che la farfalla pia grassa vince sempre. Ma ¢’é anche
una differenza. L’ipotesi della conoscenza prevede una correlazione negati-
va tra la differenza di forza e la durata della lotta. Anche se, nei dati in
comune, Marden trové una tale correlazione nelle lotte pit lunghe di 500
secondi, la variazione della differenza di forza poteva spiegare solo il 14%
della variazione di durata della lotta. Invece, nel modello di non conoscenza,
una lotta finisce quando il perdente se ne va dopo aver usato una percentuale
fissa delle sue riserve. Quindi I'ipotesi di non conoscenza prevede una cor-
relazione positiva tra le riserve finali del perdente e la durata della lotta. E,
nelle lotte pit lunghe di 500 secondi, si é visto che la variazione delle riserve
del perdente spiega il 29% della variazione di durata della lotta.

Sarebbe attraente dedurre da questi risultati che 'ipotesi della non conoscen-
za é 2 volte piu verosimile dell’ipotesi della conoscenza. Ma in realtd i risul-
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tati sono inconcludenti, perche’ il 14% e il 29% sono entrambi molto minori
del 100%. Ci6é nonostante, i tentativi di risolvere il paradosso iniziale ci
permettono di capire meglio il comportamento degli animali, cioé di capire
che la vittoria del piu forte non significa che le farfalle conoscono la forza
dell’avversario. Inoltre si vede che il tipo di popolazione in cui ci possiamo
aspettare una ESS nell’ipotesi della non conoscenza é una popolazione con
rapporto costi - benefici R basso e coefficiente di variazione C' alto. [ |

Esempio 6.2 Gioco della minaccia (granchi)

Adams e Caldwell osservarono una serie di lotte tra stomatopodi (granchi)
della specie Gonodactylus Bredini. Questi crostacei abitano in cavita della
barriera corallina. Se uno invade la cavitda di un altro, il residente spesso
reagisce minacciando I’avversario con delle specie di artigli. Queste minacce
spesso spaventano l'intruso, senza che ci sia nessun contatto fisico tra i 2
avversari. Un’ osservazione sorprendente é che quando i granchi sono de-
boli e incapaci di combattere, minacciano piu spesso di quando sono forti.
Inoltre queste minacce spaventano degli intrusi molto pid forti, che vin-
cerebbero facilmente un combattimento, se ce ne fosse uno. In altre parole,
il residente debole attua un “bluff”. Ma se i granchi piu deboli minacciano
con successo, perché non lo fanno tutti? Se la minaccia viene fatta da ani-
mali che non possono attuarla, perché i loro avversari la rispettano?

Per spiegare il paradosso, consideriamo un gioco in cui il residente pué mi-
nacciare o non minacciare e I'intruso pué rispondere attaccando o fuggendo.
Noi supponiamo che la forza degli animali vari nella popolazione e sia dis-
tribuita uniformemente tra 0 e 1. Introduciamo anche una funzione di utilita
che é diversa da quella assunta da un modello di minaccia “onesta”. Speci-
ficamente, la minaccia accresce la vulnerabilitd del residente al danno che
lavversario gli fard (se ci sard lotta). La minaccia non costa niente se il
residente non é attaccato, ma ha un costo aggiuntivo, il “costo della minac-
cia” se il residente viene attaccato e perde. Inoltre se c’é lotta entrambi i
contendenti pagano un “costo della lotta”, che consiste in un “costo fisso”,
pagato anche dal vincitore, e in un “costo marginale”, che cresce con la de-
bolezza a un tasso costante. Il costo della lotta varia tra il costo fisso per
un animale con forza 1 e il costo fisso + il costo marginale per un animale
con forza 0.

Inoltre supponiamo che, se ¢’é lotta, ’animale pit forte vinca sempre. Poiché
la forza dei granchi non ¢ visibile dall’esterno, assumiamo che (come nel gioco
della guerra di logoramento) i granchi non conoscano la forza dell’avversario,
e quindi il loro comportamento sia determinato solo dalla propria forza. La
decisione del residente di minacciare o no precede la decisione dell’intruso
di attaccare o scappare. Un sito ha lo stesso valore (posto uguale a 1 per
convenzione) per tutti gli animali. La forza (sconosciuta) di ciascuno dei 2
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avversari é presa a caso dalla distribuzione uniforme della popolazione.

Per questo particolare gioco esiste sempre una e una sola ESS, che dipende
dai parametri del modello (vedi fig.6.2, dove le strategie sono graficate in
funzione del costo fisso, per valori costanti del costo marginale e del costo
della minaccia). Se il costo marginale fosse 0, oppure se il costo della mi-
naccia fosse pagato quando il residente é attaccato (anche se vince), non
esisterebbe nessuna ESS. Quindi la ESS é una conseguenza di una funzione
di utilitd molto speciale, identificata dal modello.

1 residente Uintruzo attacea Uintruso attacea
&  minaccia & -
- - —
55 = o5
: =
E Il residente p 3
fuoty tinaccia
Uintruso fugge Uintriaso fiagge
— > _ > -
0" costo fisso 1 o costo fisso 1 0" costofisso 1
I residente minaccia (intrigo minacciatd) (intruso non minacciatd)
Figura 6.2

Secondo la ESS, gli animali pid deboli e pit forti minacciano entrambi (quan-
do sono residenti e sono attaccati), mentre quelli di forza intermedia non
minacciano (fig.6.2, sinistra). Perché questo comportamento paradossale,
che é essenzialmente un esempio del cosiddetto “principio dell’handicap” 7
Perché gli animali pit deboli non hanno altri mezzi per sopraffare ’avversario
e perderebbero sicuramente se ci fosse lotta, mentre gli animali pia forti
possono minacciare tranquillamente, perché é difficile che perdano e quindi
paghino il costo della minaccia. Invece gli animali di forza intermedia non
minacciano, perché il rischio di perdere la lotta supera i benefici della mi-
naccia.

Per quanto riguarda la strategia dell’intruso di attaccare o scappare, esso
attacchera se la sua forza supera un certo valore soglia, che dipende dal costo
della lotta e dal fatto che sia minacciato (fig.6.2, centro) oppure no (fig.6.2,
destra). Il valore soglia é pii alto quando il residente minaccia. [ ]

Esempio 6.3 Gioco falchi - colombe ripetuto (ragni)
Le lotte tra animali di forza diversa sono di solito vinte dal pid forte. Ma che
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dire delle lotte tra animali di forza uguale? Una possibilita nelle lotte per le
risorse o per il territorio é quella di essere proprietario o intruso. In molti
casi 'evidenza del comportamento animale mostra che gli animali sono con-
sci del loro ruolo di proprietario o intruso. Quando lottano per una risorsa
permanente, di solito il proprietario la mantiene con una lotta molto breve
e leggera. Non c’é niente di paradossale in questo rispetto per la proprieta.
Ma non sarebbe sorprendente se la lotta fosse breve e leggera perché a scap-
pare ¢ il proprietario e non l'intruso? Ebbene, questo é quel che accade in
una specie di ragno messicano, Oecobius Civitas.

Secondo uno studio di Burgess, questi piccoli ragni vivono nell’oscurita, negli
anfratti delle rocce. Se un ragno é disturbato nel suo nascondiglio, se ne va
ed entra nel nascondiglio di un altro, il quale, se é in casa, non attacca
Iintruso, ma se ne va subito a cercare un altro nascondiglio. Ne segue un
“effetto domino”, con successivi cambiamenti di proprietario, finché alla fine
un ragno trova un buco vuoto e ci si infila. Questo comportamento é para-
dossale perché, assumendo che il nascondiglio dia un vantaggio, il premio va
sempre a un intruso che potrebbe perdere la lotta, se ce ne fosse una. Come
spiegare il paradosso?

Come al solito, quando un comportamento é fisso, ci aspettiamo di poterlo
spiegare come la ESS di un gioco evolutivo, dove gli effetti che sono piccoli
nella popolazione sono assenti dal modello. Cosi si pué spiegare il compor-
tamento di molte specie animali come una ESS in cui il proprietario vince
sempre (invece che quasi sempre), mentre il comportamento di Oecobius
Civitas si pué spiegare come una ESS in cui il proprietario perde sempre. In
entrambi i casi ci aspettiamo che le lotte siano assenti (anziché rare). Cioé,
secondo la terminologia di Maynard Smith, ci aspettiamo che la maggioranza
delle specie animali segua una strategia B (attaccare come proprietario, non
attaccare come intruso), mentre invece Oecobius Civitas segue una strategia
anti-B (non attaccare come proprietario, attaccare come intruso). Invece gli
animali che attaccano sempre seguono la strategia Falco, quelli che non at-
taccano mai seguono la strategia Colomba. Queste 4 strategie sottintendono
una struttura dell’informazione: gli animali devono conoscere i loro ruoli.
Usando un semplice gioco con queste 4 strategie, Maynard Smith mostro
che solo la strategia Falco é ESS se i costi sono abbastanza bassi, mentre le
strategie B e anti-B sono ESS se i costi sono abbastanza alti. Ma quando
esistono 2 ESS, la popolazione pué trovarsi in una sola di esse, e il gioco di
Maynard Smith non dice quale.

Gibbons ha incorporato I'insieme di strategie di Maynard Smith in un mod-
ello pid elaborato. Ogni animale ha un numero finito di periodi in cui trovare
un sito, che é essenziale per la riproduzione. Non importa se il sito viene
trovato presto o tardi, basta che sia posseduto prima della fine del periodo.
Il numero dei periodi é sconosciuto, ma tutti gli animali hanno la stessa
probabilita di sopravvivere alla predazione in ciascun periodo. Ci sono piu
siti che animali, ma la ricerca é casuale. Percié un animale pud cercare

64



invano, e anche se trova un sito pud essere occupato. In tal caso, I’animale
pud continuare a cercare oppure attaccare. Se vince, diventa proprietario e
il precedente proprietario deve cercare ancora.

C’é comunque un guadagno in tutto cié. Quando avviene una dura lotta, il
perdente é ferito cosi gravemente che non pud piud cercare, e quindi non pué
riprodursi. Anche il vincitore pud essere ferito e avere un successo ripro-
duttivo minore di un animale sano. Quindi ¢’é un contrasto tra l'incertezza
della ricerca e il rischio di essere feriti. La probabilitd del proprietario di
vincere una lotta si chiama “potenziale di mantenimento delle risorse” ed
é un numero P compreso tra 0.5 e 1, perché é piu facile che il proprietario
vinca.

Se un animale combatte o no dipende dalla sua strategia. Un proprietario B
e un intruso anti-B, o 2 Falchi, combattono sempre. Un proprietario anti-B
e un intruso B, o 2 Colombe, non combattono mai, un Falco scaccia sempre
una Colomba. Ne risulta un modello coi seguenti 6 parametri:

1. Probabilitd S di sopravvivere alla predazione per un periodo di ricerca
del sito.

2. Probabilitd P del proprietario di vincere una lotta (potenziale di man-
tenimento delle risorse). Supponiamo P > 0.5.

3. Probabilitd di trovare un sito in ciascun periodo di ricerca.
4. Rapporto tra numero di animali e numero di siti.
5. Probabilita di essere feriti quando si vince una lotta.

6. Rapporto tra il valore del sito per un proprietario ferito e per un
proprietario sano.

Supponiamo anche che un sito abbia lo stesso valore (posto uguale a 1 per
convenzione) per tutti gli animali e che tutti gli animali che cercano abbiano
la stessa probabilita’ di trovare un sito qualsiasi.

Questo gioco differisce dagli altri 2 perché pud avere ESS multiple. Le ESS
dipendono da tutti e 6 i parametri, ma per spiegare il nostro paradosso con-
ta soprattutto la loro dipendenza da P e da S, che é molto complicata (fig
6.3).

Se S é abbastanza bassa, solo la strategia Falco é ESS. Nonostante il rischio
di essere feriti, é meglio combattere che sperare di trovare un buco libero.
Se invece S € alta, o la strategia B o la anti-B sono ESS. Per vedere perché,
supponiamo che P rimanga costante, ma che la predazione decresca lenta-
mente nel tempo (quindi S cresce) e che la popolazione si adegui a questo
mutamento nell’ambiente evolvendosi continuamente verso una nuova ESS.
Allora noi pensiamo alla popolazione come a un punto che si muove orizzon-
talmente verso destra in fig.6.3. Quando il punto migra, alla fine la strategia
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Figura 6.3

Falco cessa di essere una ESS.

Perché? Consideriamo un mutante B in una popolazione di Falchi. Poiché
B si comporta come un Falco a casa sua, il fatto di essere proprietario non
ha effetti sulla sua utilitd. Quindi un mutante B ha un’utilitd maggiore del
resto della popolazione se un intruso B é favorito su un intruso Falco. Ma
un intruso B scappa da un proprietario Falco, sperando di trovare alla fine
un buco vuoto, mentre un intruso Falco combatte, sperando di occupare il
buco subito. Se S e p sono abbastanza alte, tuttavia, la prima speranza é
pit facile da realizzare della seconda. Quindi il B é avvantaggiato sul Falco
e si diffonde nella popolazione.

Similmente, un mutante anti-B in una popolazione di Falchi si compor-
ta diversamente solo come proprietario. Esso scappa da un intruso Falco,
sperando di trovare alla fine un buco libero, mentre un proprietario Falco
combatte, sperando di rimanere nel suo buco. Se S é abbastanza alta e P
abbastanza bassa, la prima speranza si realizza piu facilmente della seconda,
quindi 'anti-B é favorito sul Falco e si diffonde nella popolazione.
Riassumendo: se la predazione decresce, una popolazione di Falchi si evolve
in B se P é superiore a un certo valore critico Py (linea tratteggiata in fig.
6.3), si evolve in anti-B se P < Py (pur essendo sempre P > 0.5). Se la
predazione cala abbastanza, la popolazione rimarra alla ESS B o anti-B a
seconda del valore iniziale di P. In entrambi i casi, da una popolazione di
combattenti si evolve una popolazione di non combattenti.

Poiché una bassa predazione accresce la probabilitd che non combattere e
cercare permetta alla fine di trovare un sito senza danno, questi risultati
concordano con quelli di Maynard Smith. Ma questo nuovo modello va oltre
e suggerisce una soluzione del nostro paradosso. Se esiste un’asimmetria
di comportamento dovuta al fatto di essere proprietario, allora P é quasi
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sempre abbastanza alta da portare la popolazione in una strategia B, se la
predazione é bassa. Tuttavia, in alcuni rari ambienti P é abbastanza bassa
da portare la popolazione in una strategia anti-B. Il ragno Oecobius Civitas
rappresenta una tale eccezione? Forse. Ma senza una prova empirica che
P ¢é davvero bassa per Oecobius Civitas, questa rimane nulla pii che una
congettura. [ ]

6.1 Il valore della teoria dei giochi

Spesso i modelli della teoria dei giochi rimangono parzialmente inconclu-
denti, tuttavia hanno il merito di suggerire modi di verificare nuove idee. 11
modello delle lotte tra farfalle suggerisce un test per una ESS in cui le farfalle
non conoscono la forza dell’avversario. Il modello dei granchi suggerisce un
test per una ESS con un “bluff”parziale. Infine, il modello dei ragni sug-
gerisce un test per una ESS Anti — B. Perd suggerire un test non é la stessa
cosa che eseguirlo e la difficoltd di eseguirlo non deve essere sottovalutata.
Per esempio, I'unico modo di misurare il potenziale di mantenimento delle
risorse (P) dei ragni Oecobius Civitas é osservare molte lotte, il che non
¢é per niente facile per una specie che vive nascosta come Oecobius Civitas
(come spesso succede non si riesce a cavare un ragno dal buco!)

La difficolta di verificare le previsioni della teoria dei giochi evolutivi ha
indotto qualcuno a mettere in dubbio il suo valore. Ma i giochi non han-
no valore solo perché suggeriscono il modo di verificare nuove idee. Essi
hanno valore anche perché ci permettono di verificare rigorosamente, con
calcoli precisi la logica di argomentazioni puramente verbali, determinando
se sono vere o false. Come dimostrano gli esempi visti, spesso la teoria dei
giochi dimostra cose che sono difficili da intuire. Studiando i duelli delle
farfalle, abbiamo capito che la vittoria dell’animale pia forte non signifi-
ca che le farfalle conoscono la forza dell’avversario. Studiando le lotte tra
granchi, abbiamo capito come il “bluff 7 pud verificarsi con alta frequenza.
E analizzando le contese tra ragni, abbiamo visto che una popolazione di
usurpatori non combattenti pué evolversi (se la predazione decresce) da una
popolazione di combattenti che ignora ’assimetria proprietario - intruso.
Forse la non conoscenza della forza dell’avversario, il bluff sistematico ed i
ripetuti cambiamenti di sito sono tutti comportamenti molto rari in natura.
Per esempio “leffetto domino ” non é stato osservato in nessun’altra specie
di ragni che Oecobius Civitas. Ma é raro che i comportamenti normali attiri-
no la nostra attenzione: sono pid interessanti i comportamenti strani, che
stimolano nuove e piu profonde indagini. In questo senso, la teoria dei giochi
evolutivi si é dimostrata spesso molto utile per la scienza del comportamento
animale.
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7 1l gioco della guerra di logoramento

Alcuni anni fa Marden e Waage studiarono una serie di lotte territoriali fra
farfalle maschio della specie Calopteryz Maculata.

Di solito nelle lotte tra animali ognuno dei 2 contendenti paragona la sua
forza a quella dell’avversario e si ritira quando pensa di perdere. Cié é stato
confermato da studi sperimentali su molte specie animali. La durata del-
la lotta é pid lunga quando i contendenti hanno la stessa forza cosicché é
difficile capire chi vincera. Ma i duelli tra farfalle non seguono questa log-
ica. Marden non trové nessuna correlazione tra la durata della lotta e la
differenza di forza tra le farfalle ( la forza delle farfalle é misurata dalle loro
riserve di grasso, che sono usate come fonte di energia).

Questo comportamento, apparentemente paradossale pud essere spiegato
semplicemente ammettendo che le farfalle non conoscano la forza una dell’altra.
Nel cosiddetto “gioco della guerra di logoramento” i giocatori conoscono
solo la propria forza e una strategia é la percentuale delle riserve di en-
ergia iniziali che I’animale é disposto a spendere in una lotta prolungata
per conquistare un sito.Pid risorse un animale risparmia, pit avra successo
nell’attirare una compagna, nel trovare cibo o nel difendere il suo territo-
rio, e quindi, nel riprodursi. Queste ipotesi ci permettono di individuare lo
spazio delle strategie e la formula della funzione di utilita.

Se vogliamo costruire un modello nell’esempio delle farfalle abbiamo bisogno
di 2 parametri C, R, entrambi numeri reali appartenenti all’intervallo [0, 1].
C ( coefficiente di variazione)misura la dispersione delle riserve di energia
intorno alla loro media ( posta uguale a 1 per convenzione), cioé misura
la variabilita della forza delle farfalle. Se C' é grande, significa che ¢’é una
grande varieta di farfalle.

R ( rapporto costi - benefici) é il rapporto tra il valore di un’unitd di en-
ergia per il perdente e il suo valore per il vincitore, cioé paragona il costo
della lotta al beneficio di conquistare il sito, entrambi in termini di successo
riproduttivo futuro. Se R é piccolo, significa che il valore del sito é elevato.
Nella realtd R varia da individuo a individuo, ma noi supponiamo che sia
uguale per tutti.

Schematizziamo il gioco cost: G = (A, B, S, S,uy,uz) dove A, B sono le 2 far-
falle che lottano, S = [0, 1] é lo spazio delle strategie, uguale per i 2 giocatori
( la strategia di una farfalla é la percentuale di energia che essa é disposta
a spendere prima di abbandonare la lotta). Siano x,y le strategie delle 2
farfalle e u(x,y) la funzione di utilitd di una farfalla se essa usa la strategia
x, mentre avversaria usa y. Allora, ui(x,y) = u(z,y) e ua(x,y) = u(z,y).
Indichiamo con eq, es le riserve di energia iniziali delle 2 farfalle. Supponi-
amo che esse siano distribuite uniformemente nella popolazione delle farfalle,
tra un minimo 1 — C' e un massimo 1 4 C, indichiamo cioé con 1 ’energia
media e con C' la semiampiezza dell’'intervallo di variazione (chiaramente C
sta in [0, 1]).
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L’utilita u(z, y) é calcolata come utilita attesa, cioé come utilita media della
farfalla A al variare della sua energia e; e di quella dell’avversaria es, in
tutti i modi possibili nella popolazione. Se supponiamo di conoscere e, ea,
I'utilitd di ciascuna farfalla dipende dal fatto che essa vinca o perda la lotta.
Supponiamo che A e B consumino energia con la stessa velocitd e indichi-
amo con v(z,y, e, e2) 'utilitd della farfalla A conoscendo i valori di eq, es.
Poiché A é disposta a spendere un’energia xe; e B é disposta a spendere
un’energia yes, si ha:

e A vince se xe; > yes
e A perde se xe; < yes

e A vince con probabilitd 1/2 se xe; = yes

v(x,y,e1,e2) = e1 —yea se A vince, ovvero se xej > yes
v(z,y,e1,e2) = Rep(1 —x) se A perde, ovvero se ze; < yes

U(IL‘,y,el,eg) = (R+ 1)61(1 — ZL‘)/Q se xep = yez

Per calcolare u(z,y) dobbiamo fare una media pesata di v(x,y,e1,e2) al
variare di e1, eg in [1 — C, 1+ C].

La probabilitd che A abbia un’energia compresa nell’intervallo infinitesimo
[e1, €1-+dei1] e B abbia un’energia in [e2, ea+dea] é dey/dea/(4C?) ( perché la
probabilita totale deve valere 1; 4C2 é I’area del quadrato Q = [1—C, 1+C]?).
Quindi, u(z,y) dev’essere calcolata come integrale doppio:

u(z,y) = 1/(402)//Qv(x,y,el,eg)deldeg

Data ’espressione di v(z,y,e1,e2) dobbiamo distinguere 4 casi, a seconda
di come é disposta la retta ea = (z/y)e; rispetto al quadrato @) nel piano
cartesiano con assi e, ea (A vince sotto la retta, perde sopra la retta):

e CASO 1: z/y < (1 —-C)/(1 4+ C). Allora la retta sta tutta sotto il
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quadrato (A perde sempre) e quindi, si ha:

1
u(z,y) = m//@Rel(l — x)dejdesy

(1 _ LL‘) /1+C /1+C
=R €1d€1 d62
4C? )i ¢ e

( 1+C
= —40220/ €1d€1
1-C

1—2x)
o (1—x) e2 14
- 20 [3]1—0
_R1-2)(1+C)2—-(1-C)?
2C 2
_R1-2)1+20+C?—-1+42C —C?
2C 2
= R(1 —x)
A
EE
1+C
.
EZ:%;
1—L ¢
>
0 1—C 1+C 2
Figura 7.1

e CASO 2: z/y > (1 — C)/(1 4+ C).Allora la retta sta tutta sopra il
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quadrato (A vince sempre) e quindi, si ha:

u(z,y) = 402// e1 — yez)derdes

1+C 1+C y 1+C 1+C
= €2d€1 / d62 — —/ 62(162/ del
ac? /1 1-C AC? )1 ¢ e

= (con calcoli analoghi al caso 1)—402 Y402

4C? 4C?
&
e, ook
T+ / y
Q
1-C
>
o 1—C 1+C 2
Figura 7.2

e CASO3: (1+C)/(1-0C) < z/y < 1. Allora la retta taglia il quadrato
come in figura ( dove le coordinate dei punti A, B sono rispettivamente
(1=C)y/z,1-0)) e (14+C,(1+C)y/z,) esiha:

1 1
u(z,y) = 4—02// Re; (1 —x)deldeg—i—@//(el—i-

—yeo — Rey —|— Rejx)derdes

— R+ Rz
=R(1—2x)+ T // erdeides — 102 // eoderdes

1- R+ Rz
= R(1 —1‘)+4—02a($,y) 402 b(z,y)
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2
1+C
Q'T B/’/
4-62:?31
T
1—C A
»
0 1—-C 1+C e,
Figura 7.3

Avendo posto:

1+C %61 1+C T
a(z,y) 61d61d€2 = / del/ erdey = / erdei[—e; — (1 = )]
L1-0) 1—c 11-0) Y

2
_ i’el €17e1=14+C
= [Zg—(l—C) S la—za-0)
_z(1+0)? (1—0)(1—1—0) a:y 3 1—C'£ 2
IEE 2  3yad AL R0
2 2
Y 1-C)1+C
:@(1—0) 3y(1+C’) ( )é )

1+C %el 1+C 62 ea=%e;
// 2d61d62—/ del/ 62d62:/ del[_2]62=1zfc
1(1-C) 1—c L(1-C) 2

—0)2 2.3 )2 3
_ / :1; ‘31 (1-0C) de; = [a: e; (1-0) 1]61_1+c
}i(l c

Y22 2 2y%3 2 e1=3(1-0)
_ 1-CrPa+0) 2*¢° ;3 (1-CPy
= 6y (1+C) 5 67 x3(1 C) 7
2 2
_ oz 3. Y 1FO0-0)
= sp+ O+ 0-0) 5

e CASO4: 1 <z/y<(14+C)/(1—-C). Allora la retta taglia il quadrato
come in figura ( dove le coordinate dei punti C, D sono rispettivamente
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(A+C)y/z,1+0)) e (1-C,(1-C)z/y,) esiha:

Rey(1 €1 — ye
u(zx,y) // 402 deldeg—i—//Q . ac? dejdes
e1 — Rey — Rejx — e1 + yeo
= //Q 402 d€1d€2 + // 102 dejdes

R - Ra:—l
=1—-y+ //61(161(162—1—402// eadeides

R — R -1 Y
= 1—y+TC(l’,y)+ 5 d(x,y)

ez"
1+c c, *% "
v
-V
1—C D
>
0 1—C 1+C e
Figura 7.4
¥(140) 1+C L(140) -
c(z,y) // erdeides = / del/ erdey = / erder[1 + C — —eq]
561 1-C Yy
3 3,2 3 2

_ el zehe=taro) _ (1+0Py* xy’ 3 (1+0)A-0)
_[(1—i—C)2 y3] —to) = 5 = 3y:p3(1+0) 5 +

T

Z(1=0) =
+(1-0)

2 2

Y 3,7 5 (1+0)1-0)
e - 1 _

6332( +0O) +3y( O) 5
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:L‘ y // €2d61d62

(140) 1+C
:/ del/ eades =
1-C %el

L(1+0) 2
_ / del [6_2] e2=14+C _
1

_c 2 Jea=yer

_/%(IJFC) (1—|—C)2 _ .fE_ze_%]de . [(1+C)2€ B $_263]61:%(1+C) .
Jic 2 y2 2 2 1 fy? Mesl-c T

1+C)3y 2% 43 3

2 x 6y23:3( O+

1+0)21-0C) 22 5 P sy  (1+0)21-0)

_ (1 - —(1— 1 Py
5 +6y2( C)’ = 6y2( )+ (1+C) . 5

Mancano ancora 3 casi limite: u(z,0) con x > 0, u(0,y) con y > 0 e u(0,0)
( se y = 01 calcoli precedenti non hanno significato):

e CASO 5: u(z,0) con > 0. In tal caso la farfalla A vince sempre ed
ottiene un’utilitd ey —yes = e1, che in media vale 1. Quindi, u(x,0) =1
se x > 0.

e CASO 6: u(0,y) con y > 0. In tal caso la farfalla A perde sempre
ed ottiene un’utilitd Re;(1 — z) = Rej, che in media vale R. Quindi,
u(0,y) = Rsey > 0.

e CASO 7: u(0,0). In tal caso la farfalla A vince nel 50% dei casi ed
ottiene e; (in media 1),perde nel 50%dei casi ed ottiene Re;p ( in media

R). Quindi, u(0,0) = (R+1)/2.

Concludendo, la funzione di utilitd u(x,y) ha la seguente espressione molto
complicata, che é diversa nelle 4 zone del quadrato [0, 1]? del piano cartesiano
con assi z,y ( vedi figura):

u(z,y) = R(1 —x) nella zona 1

u(z,y) = R(1 — )+ (1 — R+ Rx)a(z,y)/(40%) — yb(x,y)/(4C?) nella zona 2
u(z,y) =1 —y+ (R — Rz — 1)c(x,y)/(4C?) + yd(z,y)/(4C?) nella zona 3
u(z,y) = 1 —y nella zona 4

u(z,0) =1 se x>0

u(0,y) =R sey>0

u(0,0) = (R+1)/2
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Avendo posto:

a(z,y) = (1= C)*y?/(62%) + (1 - C)’z/(3y) — (1 = O)(1 + C)?/2
b(z,y) = (1+C)’z/(6y°) + (1 = C)’y/(3z) — (1+C)(1 - C)?/2
c(z,y) = (1+C)*y?/(62°) + (1 = C)’z/(3y) — (1+ C)(1 - C)?/2
d(z,y) = (1-C)*2?/(6y°) + (1 = C)°y/(3z) — (1 = O)(1 + C)?/2

Con ulteriori calcoli (facili, ma lunghi)si vede che u(z,y) e la sua derivata
parziale du/éx rispetto a x sono continue in tutto il quadrato [0, 1]? del pi-
ano x,y, tranne che nell’origine.

Una volta trovata la forma della funzione di utilitd u(z,y) possiamo cercare
le eventuali strategie evolutivamente stabili (ESS). (Figura 7.5)

Figura 7.5

Affinché T € [0, 1] sia una ESS occorre innanzitutto che (Z,7) sia un equi-
librio di Nash del gioco G e quindi, T sia un punto di massimo assoluto per
la funzione g(z) = u(x,T).

Distinguiamo i 3 casiz=0,T € (0,1), T =1

e primo caso: T = 0. Allora, g(z) = u(z,0) = 1 se x > 0, mentre
9(0) = u(0,0) = %. Poiché R deve essere < 1 ( altrimenti la farfalla
che perde non avrebbe alcun danno),g(x) non pué avere massimo in
0. Quindi, 0 non é una ESS.

e secondo caso: T € (0,1). In questo caso condizione necessaria affinché
T sia una ESS é che ¢/ (T) = %(Ta T) = 0. Calcolando g—z(x, x) mediante
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(1 - R)(c+3)(2+3) + Re(9 - &)

Pespressione di u(z,y) prececedente si trova che:

1-— 2 1—1)— -
6_u(x’$) _ (1-R)(c*+3)(1 —z) — Rex(3 — ¢)
ox 6cx

uguagliando quest’espressione a 0, si ha:

(1—R)(*+3)1—=z)=Rex(3—c)

(1—R)(2+3)—z(1—R)(c®+3) = Rea(3 — )

(1-R)(c®*+3)=z((1—R)((c*+3) +Rc(3 c))

Y P TEV

E quindi, 'unico valore T di = che pud essere una ESS é:

_ 1
r= Rc(3—c) (1)
L+ rEms

Per6 non siamo ancora sicuri che T sia una ESS, perché la condizione
¢'(T) = 0 é necessaria, ma non sufficiente.

terzo caso: T = 1. In questo caso siamo nell’estremo destro dell’intervallo
[0,1] e quindi, una condizione necessaria perché 1 sia una ESS non é
pit ¢’(1) = 0 ma ¢’(1) > 0. Dall’espressione precedente di u(z,y) si
trova che ¢'(1) = g“(l 1) = (CTS). Se R > 0, questo valore é nega-
tivo e quindi, 1 non pué essere una ESS. Se R =0, si ha ¢/(1) =0 e
quindi, 1 potrebbe essere una ESS. Questo risultato concorda col caso
2, perché la formula (1) dd T =1per R=0,7 < 1 per R > 0.

Ma in quali casi il valore di T dato dalla (1) é effettivamente una ESS?.
Affinché T sia una ESS un’altra condizione necessaria é che sia u(T,T) >
u(0,T) = R.

Ma dall’espressione di u(x,y) si vede che u(z,z) =
allora imponendo che u(Z,T) > R si trova :

c+34+R(3—c)—z(R+1)(3—c¢) e
6

c+3+3R—Rc—T(R+1)(3—¢c) > 6R

c+3—3R—Rc>ZT(R+1)(3—1¢))

- < (c+3)(1—-R)

T (R+1)B -0
(I-R)(+3)+ReB—c) _ (R+1B—¢)
(1—-R)(c®+3) - R)(C +3)

( > (R+1)(3—c)(c*+3)
(c+3)(*+3)—(B—0c)(®+3) >
( >

2¢(c® 4 3) (6c2 + 18 — 9c + )

(1
(
R((B=c)(®+3)+ (c+3)(?+3)—c(9-
R

c2))



2¢(c? + 3)
Rs o ro2-0

Posto f(c) = %, si vede facilmente che f(c) é una funzione cres-

cente di c e cresce da 0 a 1/2 quando ¢ cresce da 0 a 1 ( vedi ficura 7.6).

RL
1
|~ R=1(c)
, el
| /
]  d

Figura 7.6

Si pué poi dimostrare che la condizione R < f(c) é anche sufficiente perché
T sia una ESS( vedi dimostrazione a seguire)e quindi, concludiamo che se
R < f(c) esiste un’unica ESS 7, mentre se R > f(c) non esiste nessuna ESS.
In quest’ultimo caso si ha w(0,Z) > u(Z,T) e quindi, se in una popolazione
di farfalle che adottano tutte la strategia T compare un mutante che adotta
la strategia 0( cioé non vuole combattere), i mutanti sono favoriti e invadono
la popolazione.

Notiamo chese ¢ = 1,7 = 1/2 ( punto A in figura) si haZ = 2/3,72%:?)) =2/3,
mentre é facile verificare che in tutti gli altri casi in cui esista una ESS (zona
tratteggiata in figura si ha T > 2/3, % < 2/3 Ci6 significa che, quando
esiste una ESS, le farfalle lottano sempre ad oltranza ( consumando almeno
i 2/3 della loro energia) e comunque, la ESS non é efficiente, in quanto se
tutte le farfalle non combattessero ( cioé adottassero la strategia x = 0,
otterrebbero un’utilitd maggiore.

LA CONDIZIONE R < f(c) E ANCHE SUFFICIENTE PERCHE 7 SIA
UNA ESS. Dimostrazione. Basta dimostrare che T é un punto di massimo
assoluto per ¢g(z) = u(z,T) in [0, 1].

Se R < f(c) si verifica con facili calcoli che T > ﬁ e quindi,u(z,Z) pud
avere 3 espressioni diverse a seconda che il punto (x,T) cada nella zona 1,2,3

della figura (7.5). Usando l’espressione di u(x,y) si vede che g(z) é del tipo
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R(1—x) se x € |0, 75T
g(x) = A2 4+ Bz + C1+ Dy/r+ By /2 se x € ch
Asx? 4 Box + Cy + Dy/x + Fay /2% se x € [T, 1]

ZL‘Q?

dove Ay, Bj...E> sono opportune costanti. Si verifica inoltre che g(x)
e la sua derivata prima ¢/(z) sono continue in [0,1] e che ¢ (}—jéf) =
—R,¢'(T) = 0,4'(1) < 0. Per studiare 'andamento di g(z) consideriamo
la sua derivata terza ¢"'(x):

§"(x) = —6D1/x4 — 24F /25 se x € <1T f)
—6Do/xt — 24 B /25 se x € (T, 1)

dall’espressione di u(z,y) si ricavano i valori delle 4 costanti Dy, E1, Da, Eo:

(11— c)37? B (11— c)37? B
Dy = 512 (R-2) E;= 512 (1-R)
~ (1+c)’7? ~ (1+0)%7?
Dy = YY) (2—R) Ey= 1c2 (R—-1)

si ha quindi:
—6
J"(z) = E(Dlx +4F)

=61 -7
Coad 24¢2

(R—2)z+4(1-R)) <0 sez€ <1+ZT,T)

—6
J"(x) = E(sz + 4E»)

—6 (1 + ¢)37?

= =z (- Rz +4R-1) >0 sexe (1)

Ne deriva che la funzione ¢’(z) é sempre concava in [1 T 33} (avendo deriva-

T+c
ta seconda negativa)e sempre convessa in [T, 1]. Poiché g (I—Jr‘éf) =—-R<0,
, ¢'(T) =0, ¢'(1) <0, se ne deduce che il grafico di ¢’(z) pué essere di uno
dei 2 tipi illustrati in figura, cioé possono presentarsi 2 casi:

e 1 CASO: ¢'(x) < 01in [0,1]. Allora, g(x) é sempre decrescente e quindi,

ha un massimo assoluto per x = 0.

e 2 CASQO: esiste un unico punto xg € ( T, 7) tale che ¢'(zo) = 0. In
tal caso g(x) é decrescente in [0, zg] e 1n [T, 1] e crescente in [zg, T,
quindi ha 2 punti di massimo relativo: 0 e 7.
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Figura 7.7

In entrambi i casi se ne deduce che T é punto di massimo assoluto per g(z)
se e solo se g(T) > ¢(0), cioé R < f(c).

Per vedere che se R < f(c), allora T é una ESS bisogna verificare ancora una
cosa: se vale 'uguaglianza u(0,7) = u(T,T) (cioé g(T) = g(0) cioé R = f(c))
dev’essere u(0,0) < u(T,0), cioé L < 1,cioé R < 1.

Poiché questo é sempre vero, la dimostrazione é conclusa. [ |
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8 Equazioni differenziali autonome

Definizione 8.1 Un’equazione differenziale autonoma del primo ordine in
forma normale nella funzione incognita x(t) é un’equazione differenziale del
tipo :

2(t) = f(x(t)) (1) (o semplicemente ' = f(x))

Supponiamo che la funzione f(x) sia definita in un certo intervallo I e sia
di classe C1 (cioé abbia derivata continua)in I.In tal caso vale il teorema
di esistenza e unicitd in piccolo: se fissiamo una certa condizione iniziale
x(tg) = z¢ (con xg in I), allora, il problema di Cauchy dato dall’equazione
differenziale (1) con la condizione iniziale z(tg) = ¢ ha una e una sola
soluzione in un opportuno intorno (tg — 6, to + ) di tp.

Se inoltre supponiam o che f(x) oppure f’(z) siano limitate in I, allora vale
anche il teorema di esistenza e unicitd in grande: il problema di Cauchy ha
una e una sola soluzione z(t) definita in tutto R.

Se in un punto z* si ha f(z*) = 0, chiaramente la funzione costante z(t) =
x* soddisfa '’equazione differenziale. Si dice che x* é un punto di equilibrio
e che z(t) = z* é una soluzione di equilibrio.

Le equazioni differenziali autonome del primo ordine in forma normale sono
un caso particolare delle equazion: differenziali a variabili separabili, la cui
forma generale é :

'(t) = dz/dt = f (x(t) g(t) (2)

Per un’equazione differenziale a variabili separabili la soluzione del problema
di Cauchy dato dall’equazione (2) con la condizione iniziale x(tg) = xo si
calcola formalmente cosi:

o/ (@) = gar [ de/f(o) = | atat

Se gli integrali che si ottengono sono calcolabili elementarmente, indicando
con F(x), G(t) rispettivamente una primitiva di 1/f(x) e una primitiva di
g(t), I'ultima uguaglianza diventa:

F(z) — F(zo) = G(t) — G(to)

Se poi la funzione F(x) é invertibile, indicando con F~! la sua inversa, si
pué trovare ’espressione esplicita della soluzione del problema di Cauchy:

x(t) = F~H(G(t) - G(to) + F(0))

Applichiamo questo procedimento alla soluzione della generica equazione
differenziale autonoma del primo ordine in forma normale 2/(t) = dz/dt =
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f (z(t)), con la condizione iniziale x(0) = x.

Supponiamo, per fissare le idee,che f(x) sia definita in tutto R, si annulli in
2 punti a,b (a < b), sia positiva nellintervallo (a,b) e negativa per x < a
ez > b (fig.8.1). Allora, 'equazione differenziale 2/(t) = f (z(¢)) ha le 2
soluzioni di equilibrio z(t) = a, x(t) = b.

Queste 2 soluzioni sono rappresentate dalle 2 rette orizzontali x = a, x = b
in fig.8.2, dove é disegnato il grafico di z(¢) in funzione di ¢.

¥ = f(x) b

Figura 8.1 Figura 8.2

Consideriamo ora un punto qualsiasi xo in (a, b) e risolviamo il problema di
Cauchy dx/dt = f(x) con la condizione iniziale x(0) = zo:

du/f(z) = dt /d:z:/f /dt Flz) — Flag) =t

x=F7'(t+ F(xo))

Dove F(z) é una primitiva di 1/f(x). Poiché 1/f(x) > 0 in (a,b), F(z) é
crescente in (a,b) e quindi é invertibile in (a,b); indichiamo con F~! la sua
inversa. Inoltre si pué dimostrare che F(x) tende a —co per x — a* e tende
a +oo per xz — b,

Infatti, indichiamo con M il massimo di |f/(x)| in [a,b], che esiste sicura-
mente per il teorema di Weierstrass sulle funzioni continue, essendo |f'(z)|
continua. Scelto un qualsiasi punto x nell’intervallo (a,b), per il teorema
di Lagrange sulle funzioni derivabili applicato all’intervallo (z,b) esiste un
punto ¢ in (z,b) tale che:

=|f'(e)l =M
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ma poiché f(b) =0, se ne deduce:
f@)/(b—z)<M  flz) <M@Ob-2z) 1/f(z)>1/(M(b-=z))

da cui, se anche ¢ sta in (a,b), si ha ( se zg < x):

F(a) ~ Fa) = |

i 0

ma per x — b~ il secondo membro di quest’uguaglianza tende a 400 e quin-
di, anche F'(x) tende a +0o0. Analogamente si dimostra che F(x) tende a
—o0 per x — at.

Ne deriva che la soluzione x(t) del problema di Cauchy, essendo data da
x(t) = F7Yt + C) ( dove C = F(xg), é definita in tutto R, é crescente e
tende ad a per t — —oo, tende a b per t — 400 (fig. 8.2).

Notiamo che tutte le soluzioni dell’equazione differenziale dx/dt = f(x) tali
che a < z(t) < b sono del tipo z(t) = F~1(t + C) e quindi, dato il grafico
di una di esse, il grafico di tutte le altre si ottiene traslando questo grafico
parallelamente all’asse t, verso destra o verso sinistra di un tratto qualsi-
asi (fig.8.2). Quindi le soluzioni di un’equazione differenziale autonoma del
primo ordine in forma normale sono invarianti per traslazioni temporali, il
che significa che se z(t) é una soluzione, allora anche x(t + C') é soluzione
qualunque sia la costante C'. Questa é una proprieta generale, che vale per
tutte le equazioni differenziali autonome, come é facile verificare.

Consideriamo ora un punto qualsiasi 1 > b e risolviamo il problema di
Cauchy dz/dt = f(x), con la condizione iniziale x(0) = z;. Si trova
r = F71(t+ F(x)), dove F(z) é una generica primitiva di 1/f(z) in
(b,+00) e F~1 é l'inversa di F. Poiché 1/f(z) < 0 in (b,+00), F(z) é
decrescente in (b, +00) e tende a +00) per x — b si dimostra analogamente
a prima) mentre per x — 400, F'(z) pué tendere a —oo oppure ad un valore
finito t; < 0.

Quindi, la soluzione z(t) del problema di Cauchy, essendo data da z(t) =
F~Y(t+C), é decrescente e ha come codominio 'intervallo (b, +-c0) e inoltre
tende a b per t — +o0.

Peré il suo dominio pud essere tutto R oppure un intervallo del tipo (¢1, +00)
e quindi, il suo grafico pud essere di uno dei 2 tipi disegnati in fig. 8.3. Per
esempio se f(x) = (x — 1)(2 — z)z e se supponiamo x(t) > 2, la soluzione
é del tipo di fig. 8.3A, mentre se f(x) = (x — 1)(2 — )/, la soluzione é del
tipo di fig. 8.3B.

Infine, consideriamo un punto qualsiasi xo < a e risolviamo il problema di
Cauchy dx/dt = f(z) con la condizione iniziale £(0) = 3. Con consider-
azioni analoghe a quelle fatte prima, si vede che la soluzione x(t) é decres-
cente, ha come codominio 'intervallo (—oo, a) e tende ad a per t — —oo. 1l
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b 3 b

2] b
Figura 8.3A Figura 8.3B

suo dominio pué essere tutto R oppure un intervallo del tipo (—oo,t2) con
fto > 0 e il sno erafico nud essere di 1o dei 2 tini diseonati in fie.R.4

A 1 A

_‘\XE — |

0 | t" 0 \ t e

Figura 8.4A Figura 8.4B

Ogniqualvolta si ha un intervallo in cui f(z) ha segno costante, ci trovi-
amo di fronte ad una situazione analoga a quella che abbiamo descritto. Il
comportamento delle soluzioni ( crescenza, decrescenza, limiti agli estremi
del dominio) si pué studiare anche senza risolvere esplicitamente 1’equazione
(studio qualitativo delle soluzioni).

Nel caso in cui f(z) ha segno costante su tutto R, ( ad esempio f(x) > 0 per
ogni x in R) si pud solo dire che ogni soluzione x(t) é crescente e ha come
codominio tutto R, ma il suo dominio pué essere di uno di questi 4 tipi:
R, (t1,t2), (—o0,t2), (t1,4+00) ed il suo grafico pud essere di uno dei 4 tipi
di fig.8.5. Un esempio per ciascuno di questi 4 comportamenti si pud avere
prendendo f(z) = 1, f(z) = 1+2?%, f(x) = 1+2? +2|z|, f(x) = 1+ 2% —z|z].

Nel caso, gid considerato prima che sia f(a) = f(b) = 0, f(z) > 0 in

(a,b), f(x) <0in (—o0,a),e in (b, +00), se fissiamo una condizione iniziale
x(0) = xp possono verificarsi 4 casi:
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1. Se xg = a oppure zg = b, la soluzione x(t) é costante (equilibrio).
2. Se a < xp < b, la soluzione x(t) é crescente e tende a b per t — +o0.
3. Se x¢ > b, la soluzione x(t) é decrescente e tende a b per t — +00.

4. Se xp < a, la soluzione x(t) é decrescente e tende a —oo per t — +00,
oppure per t tendente ad un certo valore t3 > 0.

In questo caso si dice che a é un punto di equilibrio instabile e che b é un
punto di equilibrio asintoticamente instabile. Pid in generale, possiamo dare
le seguenti definizioni:

Definizione 8.2 Si dice che un punto di equilibrio x = a per [’equazione
differenziale ' = f(x) € stabile se, fissati comunque to in R e e > 0, esiste
6 > 0 tale che, per ogni soluzione x(t), se |x(ty) —a| < 8, allora |x(t)—a| < e
per ognt t > to.

Si dice che un punto di equilibrio € instabile se non € stabile.

Definizione 8.3 Si dice che un punto di equilibrio x = a per [’equazione
differenziale x' = f(x) € asintoticamente stabile se, fissato comunque to in

H i A 3

S _/

v oA X oA
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Se un punto di equilibrio é asintoticamente stabile, allora é stabile ( ma non
viceversa). Si dimostra facilmente che :

1.

Se f(a) =0 e inoltre f(x) > 0, in un intorno sinistro di a, f(x) <0, in
un intorno destro di a, allora, a é un punto di equilibrio asintoticamente
stabile.

Se f(a) = 0 e inoltre f(z) é diversa da 0 in un intorno di a, ma il segno
di f(x) non é come nel caso 1 (cioé f(x) é positiva in tutto l'intorno,
o negativa in tutto l'intorno, o positiva a destra di a e negativa a
sinistra), allora aé un punto di equilibrio instabile.

Se f'(a) > 0, allora a é un punto di equilibrio instabile. Esempio:
f(z) = 2% — 2, a = 1. Le soluzioni sono del tipo z(t) = 1/(1 — Ce!) e
hanno ’andamento di figura 8.6

Se f'(a) < 0, allora a é un punto di equilibrio asintoticamente stabile.
Esempio: f(z) = 2?2 — 2, a = 0. Le soluzioni sono del tipo x(t) =
1/(1 — Ce') e hanno 'andamento di figura 8.6

Se f’(a) = 0, non si pué dire niente. Il punto di equilibrio a pué
essere instabile, asintoticamente stabile, oppure stabile ma non asin-
toticamente stabile. Tre esempi di queste 3 situazioni sono i seguenti:
f(z) = 23, a = 0 ( le soluzioni sono del tipo x(t) = £1/(C — 2t)'/2
e hanno I'andamento di fig.7)., f(z) = —23, a = 0 ( le soluzioni
sono del tipo z(t) = +£1/(C — 2t)1/2 e hanno 'andamento di fig.8),
f(z) = 2% — |23], a = 0 (le soluzioni sono del tipo x(t) = costante se
z(t) > 0, z(t) = —1/(C — 4t)"/2 se 2(t) < 0 e hanno Pandamento di
fig.9).
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Figura 8.6 Figura 8.7

Figura 8.8 Figura 8.9

8.1 Crescita di popolazioni

Consideriamo una popolazione di esseri viventi ed indichiamo con n(t) il
numero di individui della popolazione al tempo ¢.

La funzione n(t) é una funzione definita sui numeri reali (¢ € R) e a valori
nei numeri naturali (n(t) € N), percié é una funzione costante a tratti,
cioé una funzione che varia a scatti negli istanti di tempo in cui si verifica
una nascita o una morte e quindi, non pud essere continua e tanto meno
derivabile. Se per6 si considerano sempre popolazioni con un numero di
individui abbastanza grande e si approssima n(t) con una funzione derivabile
x(t) che differisca da n(t) per meno di 1 unita (|n(t) — x(t)] < 1), il che é
sempre possibile, I’errore relativo che si commette é molto piccolo.

Cié premesso, consideriamo un generico intervallo di tempo I = (¢,t + At)
e siano n1, ng il numero di nascite ed il numero di morti che si verificano
nell’intervallo I. Allora, la popolazione all’istante t+At é data da z(t+At) =
x(t)+n1—n2 (supponiamo che non ci siano né immigrazione né emigrazione).



Definiamo allora:

e tasso di natalitd medio in I, ri(¢, At) =

z(t)At

n2

e tasso di mortalitd medio in I, ro(t, At) = TiIAT

z(t+At)—x(t)

e tasso di crescitamedioin I, 7(t, At) = ri(t, At)—ra(t, At) = PO

e tasso di crescita istantaneo all’istante ¢:

L Lzt A —x(t) 2t
rt) = dmor@ At = Im = R T 2

Il tasso di crescita di una popolazione si pué esprimere ad esempio in aumen-
to del numero di individui per ogni anno per milione di individui. Ad esmpio
si pué dire che r(t) = 0.003, il che significa che la popolazione aumenta di
3/1000 all’anno, cioé di 3000 individui all’anno per milioni di individui.
Sul tasso di crescita si possono fare varie ipotesi, ad esempio le seguenti
3, che danno luogo a 3 modelli di crescita di popolazioni molto semplici
(crescita esponenziale, crescita logistica, crescita esplosiva:

e 7(t) = costante = r € R — crescita esponenziale
o r(t) =a—bx(t) (a,beR,a,b>0)— crescita logistica
e r(t)=ax(t)—b (a,b€R,a,b>0) — crescita esplosiva

Esempio 8.1 CRESCITA ESPONENZIALE ( Malthus, 1798)

Si suppone che il tasso di crescita r(t) sia costante ed assuma un valore
r =11 — 19 dove r1 ed r9 sono il tasso di natalita ed il tasso di mortalita e
possono essere supposti anch’essi costanti nel tempo ( naturalmente, r; > 0,
r9 > 0). Se 1 > 79 si ha r > 0 e la popolazione cresce nel tempo, se 71 < 3
si ha r < 0 e la popolazione decresce nel tempo, se r1 =719 sihar=0¢la
popolazione rimane fissa al valore x(t) = z¢ che aveva per t = 0.
L’equazione differenziale che esprime il modello é:

d
d_:zlf; =rxz(t) con la condizione iniziale x(0) = xg

Risolvendo, si trova:

Se r > 0, (crescita esponenziale) la popolazione x(t) tende a +oo per
t — +o00. Se r < 0 (decadimento esponenziale), x(t) decresce e tende a
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o

t=0

Figura 8.6

0 per t — 4o00. Se r =0, x(t) = zo per ogni t. ( fig. 8.10).

Questo modello naturalmente, non pu6 essere valido in ogni situazione perché
in natura la popolazione é contenuta in un certo ambiente che le fornisce
il nutrimento e non pué crescere oltre ogni limite. La crescita esponen-
ziale é valida con buona approssimazione per popolazioni immerse in un
ambiente molto ricco di risorse, finché la popolazione é abbastanza picco-
la dall’essere ben lontane dall’esaurire le risorse dell’ambiente ( esempio:
batteri in coltura). Il modello di decadimento esponenziale é valido quasi
esattamente per il numero di atomi di un campione di sostanza radioattiva,
per il quale il “tasso di natalitd” é 0 ed il “tasso di mortalitd” (cioé il tasso
di decadimento) é costante nel tempo. Anche qui peré dopo un certo tempo
il numero di atomi radioattivi del campione diventa molto piccolo ( ad es-
empio n < 100) ed il modello non vale pit perché non é possibile prevedere
il momento esatto in cui un singolo atomo decadré ( in tal caso si rivela pii
adeguato modellizzare il processo di decadimento mediante un cosiddetto
“processo aleatorio” o “processo stocastico”, cioé una variabile aleatoria che
varia nel tempo, secondo una certa legge di probabilitd). [ |

Esempio 8.2 CRESCITA LOGISTICA ( Verhulst, 1837)
Si suppone che il tasso di crescita r(¢) di una popolazione x(t) sia dato da :

r(t) = a— bx(t) (a, beostanti > 0)

1l significato di questo modello é che la popolazione é immersa in un certo
ambiente che pué nutrire un numero massimo M di individui. Se z(t) é
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molto piccolo ( molto minore di M), il tasso di crescita é circa uguale ad a;
quindi, a ha il significato di tasso di crescita che la popolazione avrebbe se
avesse a disposizione una quantitd illimitata di risorse. Se invece le risorse
sono limitate, si fa Iipotesi che il tasso di crescita r(t) sia proporzionale alla

)

.. 0. . g x(t
percentuale di risorse non ancora utlhzzate, cioéa l— (W:

x(t) a

r(t):a< W) = a——a(t) = a—ba(t)

dove si é posto 77 = b, ovvero il numero massimo M di individui é uguale

ad 4.

b
L’equazione differenziale che esprime il modello ( con la condizione iniziale
z(0) = xo) é:

dx
- = r(t)z(t) = z(t) (a — bx(t)) x(0) =z

e risolvendo:

a questo punto osserviamo che I’equazione differenziale é autonoma del primo
ordine in forma normale e ha 2 soluzioni di equilibrio: z(t) = 0 e z(t) =
M = ¢. Per quanto detto prima sulle equazioni differenziali autonome, se
zg < ¢, allora x(t) < §Vt € R e se x9 > ¢, allora z(t) > ¢Vt € R, perci6
possiamo togliere il modulo nell’ultima uguaglianza e abbiamo:

1. x(a—bxg) x

aOga:o(a—b:c) a—bzr  © a — bxg

at Lo

azge™

a — bxg + brge

x(t) =

Si possono verificare 3 casi:

1. Se xg = 0 oppure xg = M = %, allora x(t) é costante e vale 0 oppure
M (soluzioni di equilibrio).

2. Se 0 < xg < M allora, x(t) é crescente e tende al valore di saturazione
M = ¢ per t — +oo (fig. 11).

3. sexg > M, allora x(t) é decrescente e tende al valore di saturazioneM =
2 per t — +oo ( fig. 8.11).
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M=m\
F
1

g

Figura 8.11

. - 1 a—bzx . . ,
Osserviamo che nel caso 2., posto t = = log Tol, la soluzione z(t) si pud

riscrivere cosi:

a ea(tff)
t = =—-——
) = P et
da cui si deduce che il grafico di z(t) (curva logistica) si ottiene dalla curva
t
T = ﬁ mediante opportuni cambiamenti di scala sugli assi coordinati. 1l

grafico di z(¢) ha un flesso nel punto P = (f, %) ed é simmetrico rispetto
a P (nel punto P la popolazione raggiunge un valore pari a metd del valore
di saturazione M ). ]

Esempio 8.3 CRESCITA ESPLOSIVA
Si suppone che il tasso di crescita r(t) della popolazione z(t) sia dato daz:

r(t) = ax(t) — b (a, becostanti > 0)

Questo modello si adatta bene ad una popolazione con pochi individui dis-
persi su un vasto territorio. Il tasso di crescita r(t) é la somma di un tasso di
nascita az(t) che si suppone proporzionale alla popolazione (questo potrebbe
verificarsi perché la probabilitd di un incontro tra un maschio e una femmi-
na é proporzionale a x(t)) e di un termine negativo costante —b (tasso di
morte).

L’equazione differenziale che esprime il modello (con la condizione iniziale

x(0) = xo) é:

dx

pri r(t)z(t) = z(t) (ax(t) — b) z(0) = zo
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Si tratta di un’equazione differenziale autonoma del primo ordine in forma
normale che ha 2 soluzioni di equilibrio: z(t) = 0 e z(t) = 2. Se 29 < 2, la
soluzione z(t) é decrescente e tende a 0 per ¢ — 400. Se z¢ > 3, si ha la
“crescita esplosiva”: la soluzione x(t) é crescente e tende a +00 in un tempo
finito t = %1 log ‘”f#gb (esplode). Tl valore di ¢ é positivo e tanto pid piccolo
quanto piu grande é x¢ (fig. 8.12)

I
Ko
_\_

Figura 8.12

>
i

L’equazione differenziale si pué risolvere separando le variabili:

dx
dt

T t
/ d—xz/dt:t
wOZE(CL—ZE) 0

=z(a—x)

[1 ax —b r

—log =t

b ar |],,

1. xzolar —0b) b by
b az(axg—b)_t “ x_(a :L‘[))e

bl‘o

t) =
z(t) axg — (awg — b)ebt

Si possono verificare 3 casi:
1. Se g = 0 oppure xg = %, allora z(t) = oy = costante.

2. Se xp < g,la popolazione si estingue. 1l valore g ¢é un valore critico, al
di sotto del quale si ha 'estinzione.
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3. Se g > g (azg — b > 0), il denominatore si annulla per ¢t = t =

—%log%;b e z(t) — +oo per t — ¢ da sinistra (crescita eplosiva).
E chiaro per6 che nella realtd quando x(t) cresce troppo, si esauriscono

le risorse dell’ambiente ed il modello non vale piu.
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9 Datazione radioattiva

Supponiamo di avere un campione di una certa sostanza che al tempo t = 0
contiene un certo numero xg di atomi di un certo elemento radioattivo =,
i quali decadono con un tasso costante r. Cié significa che, indicando con
z(t) il numero di atomi di = al variare del tempo, esso diminuisce secondo
I’equazione differenziale:

2 (t) = C;—j = —rx(t)

Risolvendo I'equazione differenziale, con la condizione iniziale z(0) = zg, si
trova la legge del decadimento esponenziale:

z(t) = zge " (1)

Di solito, anziché mediante il tasso di decadimento r, questa legge si es-
prime attraverso il cosiddetto periodo di dimezzamento T'. Se nell’equazione
precedente poniamo x(t) = 2 otteniamo:

Indichiamo con T questo valore, cioé poniamo T = l—°7fL2 T rappresenta il
tempo necessario per passare da xg a % ed é sempre lo stesso, indipendente-
mente da xg. Poiché r = lojﬁﬂ, la legge (1) si pud esprimere anche mediante

T e diventa :

z(t) = :L‘[)Q_% (2)

T

Ci6 significa che per t = 0,T,2T,3T,..., x(t) vale rispettivamente g, %,
2, &, - eccetera. Se la sostanza X é molto radioattiva (cioé decade rapi-
damente)ha r grande e T piccolo, se viceversa é poco radiattiva (cioé decade
lentamente) ha r piccolo e ¢ grande. Il periodo di dimezzamento T pud

variare entro limiti molto ampi, come mostra la seguente tabella:

Consideriamo ora il problema della datazione radioattiva, cioé il problema di
determinare 1’“etd” di una roccia (o di un qualsiasi campione di materiale)
contenente uno o piu elementi radioattivi e i loro prodotti di decadimento,
misurando le quantitd di tutte queste sostanze ( espresse come numero di
atomi) contenute nel campione. Si tratta di un problema molto difficile, per
2 motivi.

Per prima cosa bisogna definire bene cosa s’intende per “etd” del campione:
di solito s’intende il tempo trascorso da un istante iniziale ty, opportuna-
mente fissato nel passato ad oggi. Per esempio, per “etd”di una raccia di
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elementn periodo di dimezzamento
zeno 133 5 glorm
potnho 210 22 anm
radin 226 1a0n anni_
carbomo 14 5568 anm
plutonio 23103 anrt
urario 233 4,5 miliardi di anni
Tabella 9.1

solito o s’intende il tempo trascorso dalla sua ultima solidificazione.

Secondo: a priori non si ha nessuna informazione sulle quantita iniziali pre-
senti nel campione, all’istante tg, dei vari elementi radioattivi e dei loro
prodotti di decadimento. E chiaro che, senza tali informagzioni, il problema
della datazione radioattiva é quasi sempre irresolubile. Nella maggioranza
dei casi si riesce solo a dare una maggiorazione dell’etd, cioé a stabilire che
essa dev’essere minore o uguale di un certo valore t.

Solo in alcuni casi particolari, in cui si hanno informazioni sulle quantita
iniziali, si possono fare delle datazioni abbastanza precise.

Vediamo alcuni esempi, distinguendo 3 casi:

e 1 CASO: Decadimento di un isotopo radiattivo X in un isotopo stabile
Y
Questo ¢ il caso piu facile. Consideriamo un campione contenente in
tutto N atomi, fra cui un numero x(t) variabile col tempo, di atomi
dell’isotopo radioattivo X ed un numero y(t), anch’esso variabile, di
atomi dell’isotopo stabile Y. Supponiamo che un atomo di X decade
in un atomo di Y con tasso r e periodo di dimezzamento T

X T
x(0) () w70

r, T

E

Figura 9.1

Supponiamo inoltre che al tempo iniziale ¢ = 0 si abbiano certi valori
iniziali x(0) = zo, y(0) = yo e che in un certo istante successivo t
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si osservino dei valori z(t) = z1, y(t) = y1. Vogliamo vedere come
variano nel tempo z(t), y(¢) ed inoltre vogliamo risolvere il problema
della datazione radioattiva : conoscendo x1, ¥, ricavare “etd” t del
campione, senza avere a priori nessuna informazione sui valori iniziali
0, Yo

E chiaro che le leggi con cui variano z(t), y(¢) nel tempo sono le
seguenti :

z(t) = zpe ™

y(t) = yo + xo — zoe "t = yg + x9 — x(t)

Si ha quindi, che z(t) 4+ y(t) é costante e uguale a xg + yo ( come é
ovvio poiché un atomo di X decade in un atomo di Y'). Scrivendo 7,
y1 invece di x(t),y(t) e supponendo noti 1, y1, e sconosciuti xg, Yo,
possiamo stimare ’etd t del campione :

_ T o 1 o
et =—2= lt=— t=—-log— (3)
i) T T il
Peré in questa formula non conosciamo zg e quindi, non possiamo
ricavare t. Poiché yo + xg = y1 + =1, sappiamo solo che zy deve essere
compreso tra xj e y1 + x1, da cui :

1
O§t§—log<1+ﬂ>
T I

Il valore t = % log (1 + g—i) é noto e ci da una maggiorazione dell’etd, in

quanto deve essere ¢t < £. Se noi sapessimo che all’inizio nel campione
non erano presenti atomi di Y (cioé tutti gli atomi di Y derivano dal
decadimento di X) e quindi, yo = 0 e xyp = x1 + Y1, potremmo dire
che:

t=7=Liog <1+ﬂ> (4)

r x1

Esempio 9.1 Il metodo del potassio - Argo

Supponiamo ad esempio che sia x = potassio 40 e Y = argo 40. X
decade in Y con periodo di dimezzamento T'=1,3 miliardi di anni, Y
¢é stabile. Poiché l'argo é un gas, é quasi impossibile che atomi di
argo fossero presenti in una roccia al momento della sua formazione e
quindi, possiamo essere abbastanza sicuri dell’etd data dalla formula

.. . . . argo40
(4). Se per esempio in una roccia troviamo che il rapporto Dolassiold
Y1

1

vale %, poiché r = lojﬁﬂ, la formula (4) ci dé:

T 1 log 1,1
t=—log <1 + —) = 1300—2 ~~milioni di anni = 178 milioni di anni
0g

10 log
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L’unica incertezza in questo caso é che I’argo, essendo un gas, potrebbe
essere sfuggito dalla roccia per innalzamento della temperatura. Quin-
di, la quantita di argo prodotta dal decadimento radioattivo potrebbe
essere maggiore di quella osservata, cioé potrebbe essere % > %. In
tal caso ’etd sarebbe maggiore di 178 milioni di anni ( contrariamente
a quel che succede di solito, si troverebbe un limite inferiore per 1’etd).

Esempio 9.2 [l metodo del Carbonio 1/

I1 carbonio 14 ( avente 6 protoni e 8 neutroni nel nucleo) é un isotopo
radioattivo del carbonio, usato per datare reperti archeologici animali
o vegetali. Il carbonio 14 si forma nell’atmosfera dal normale azoto 14
( 7 protoni e 7 neutroni) per effetto dei raggi cosmici che trasformano
1 protone in neutrone nel nucleo di azoto 14. Ma il carbonio 14 é
radioattivo e decade con radioattivitd 3~ ( nel nucleo 1 neutrone si
trasforma in protone, emettendo un elettrone) ridando azoto 14. Per-
ci6 nell’atmosfera il rapporto tra carbonio 14 ed il normale carbonio
12( 6 protoni e 6 neutroni) é costante, perché si é raggiunto un equi-
librio tra la formazione di carbonio 14 ed il suo decadimento.

Le piante assorbono C'O2 dall’aria con la fotosintesi clorofilliana. Alla
morte della pianta ( o dell’animale che si nutre di piante o di ani-
mali erbivori) cessa ogni apporto di carbonio e poiché il carbonio 12
é stabile, il rapporto tra carbonio 14 e carbonio 12 nella pianta ( o
nell’animale) si limita a decadere esponenzialmente, con periodo di
dimezzamento 5670 anni. Per datare il reperto basta allora, bruciarne
un frammento e misurare il rapporto tra carbonio 14 e carbonio 12
nella CO4 ottenuta.

Nel caso del carbonio 14 si ha X = carbonio 14, Y = azoto 14, T' =
5670 anni. In questo caso, ’eta del reperto si determina direttamente
con la formula (3) t = %10g i—%, in quanto sappiamo che xy (numero
iniziale di atomi di carbonio 14 nel campione) é dato da z¢ = kz, dove
z € il numero di atomi di carbonio 12 nel campione e k é il rapporto
di equilibrio tra carbonio 14 e carbonio 12. Si ha quindi:

1
t=—log—
r I

Per esempio, sapendo che il rapporto attuale Z tra carbonio 14 e

. , k1 . c1el e .. _ kz c 1
carbonio 12 é 55(55 del valore di equilibrio), si ricava r1 = 55 e poiché

r = 13‘7:—2 si trova:

log 220 anni = 24512 anni

t= log 20 = 5670

log 2 log

96



e 2 CASO: Decadimento di un isotopo radiattivo X in un altro isotopo
radiattivo Y che decade piti rapidamente di X.
E questo il caso pit frequente. Consideriamo un campione contenente
in tutto N atomi, fra cui z(¢) atomi di X e y(¢) atomi di Y.
Supponiamo che un atomo di X decada in un atomo di Y con tasso
r1 e periodo di dimezzamento T} e che un atomo di Y decada in un
atomo di un altro isotopo Z (che pu6 essere radioattivo o no) con tasso
ro > 11 € periodo di dimezzamento Th < T'1:

© e ¥t 6 Z L=y
Hit - -
O 1’1 ’T]. 1’2 ,T2 O T2 {T]_
Figura 9.2

Supponiamo che all’istante iniziale ¢ = 0 si abbiano certi valori in-
iziali (0) = =g, y(0) = yo e che in un certo istante successivo ¢ si
osservino dei valori z(t) = 1, y(t) = y1. Vogliamo vedere come var-
iano nel tempo xz(t),y(t) ed il loro rapporto % ed inoltre vogliamo
valutare I'eta t del campione, conoscendo w1, ¥ senza sapere a priori
nulla di zg, yo.

Le leggi con cui variano z(t),y(t) si trovano risolvendo un sistema di

2 equazioni differenziali:

{x’(t) = —rz(t) z(0) = xo
y'(t) =ma(t) —ry®)  y(0)=wo

Infatti, x(t) decresce con velocitd —riz(t) proporzionale a x(t), mentre
y(t) cresce con velocitd y/(t) data dalla somma di un termine positivo
r1z(t) (dovuto ad atomi di X che decadono in Y') e di un termine neg-
ativo —ray(t) ( dovuto ad atomi di Y che decadono in Z) Risolvendo
la prima equazione si trova z(t) = zge ! e sostituendo nella seconda
equazione si ha:

r1t

y'(t) + ray(t) = rizoe” y(0) = yo

Quest’equazione si pud risolvere moltiplicando ambo i membri per e"2t:

ylergt 4 T2ye7"2t — Tlxoe('l‘gf?"l)t
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D(ye™) = riagel™ "

rot 1120

o — T

y(t) = Ce ™™ +

r1xo

6(7‘2—7"1)15 +C

efrlt

r2—"

Imponendo la condizione iniziale y(0) = yo si trova C' = yo —

T1
ro—ry’

quindi, posto a =

x(t) = zoe ™
(t)
y(t) < Yo

o

<

t)

Nella formula che d&

8

y(t)

z(t)

tende a 0 per t — +oo. xz(t) e y(t) tendono entrambi a 0 ( come

y(t)
x(t)
qualunque sia il valore iniziale £

o

é ovvio), ma il loro rapporto

Ty _
T —T —

(ITl.
I grafici di x(t) e % sono del tipo:

dimezzamento

=) A

(yo — azo)e ™" + axge ™ <a

- a) en=r2)t 4 g

. ¢
La differenza x(t)
esponenzialmente con tasso ro — rq, che corrisponde acf un periodo di

N

si hanno le leggi seguenti:

y(

\

N

—

10
T2—T1

I’esponente é negativo e quindi, ’esponenziale

tende al valore di equilibrio a,

— a decresce

1] ';/I]

Figura 9.3
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Se £ < @, il rapporto ygtg cresce asintoticamente verso il valore di

o
equilibrio a, se y— = a il rapporto g t;’ rimane costante = a, se L > a,

y(®)

il rapporto < o) decresce asintoticamente verso a.

L’andamento di y(t) é pit complicato. Se g—g > a, y(t) é sempre de-
crescente tende a 0 per ¢t — 400 e tende a +oo per t — —oo. Se
invece & < a, y(t) tende a 0 per t — 400 e tende a —oo per t — —o0,
quindi eswte un valore t; < 0 del tempo per cui y(t1) = 0. y(¢)

dapprima cresce da 0 ad un certo valore massimo per t = to, poi de-
log (1 amo)

cresce fino a 0. Con facili calcoli si vede che t1 =

r2—"1 axg

tog = —L log;—f(l—y—()) echet2>0<:>yo<;—2x0.

L’andamento di y(¢) pud essere di uno dei 5 tipi illustrati in figura
9.4, a seconda che £ sia minore di 71 (curva 1),uguale a L (curva 2),
compreso tra :—; e a (curva 3), uguale ad a, (curva 4), maggiore di a
(curva 5):

Figura 9.4

Veniamo adesso al problema della datazione radioattiva, cioé supponi-
amo di aver misurato i valori di x(t), y(t) ad un certo istante ¢, ot-
tenendo 2 valori x1,y1, e cerchiamo di valutare I'etd ¢ del campione,
senza sapere nulla sui valori iniziali xg, yg. Conviene usare la formula
che d& 8 e ricavare da essa t:
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v (@ _ a) R (T s
z1 Zo

_ _ Y%

t= L loga 2 B L loga 0
L — 79 a—L  ry—r a— 4

xo 1

A questo punto, conoscendo g—g, si troverebbe direttamente ’etd t del
campione. Non conoscendo i%, si pu6 solo dire che ¢t dev’essere inferiore
ad un certo valore f. Si possono verificare 2 casi: o z—i < a oppure
% > a (evidentemente, se fosse yx—i = a, non si potrebbe concludere
nulla).

Se % < a, deve essere anche g—g < a e quindi:

1 a
t < log (6)

ro —7T1 a— %
Se g—i > a, dev’essere anche g—g > a, ma non si pud concludere nulla
di preciso sull’etd se non si stabilisce un numero superiore M per g—g
( potrebbe essere ad esempio M = x—]\i, dove N é il numero totale di
atomi del campione).
Si ha allora:

Yo

1 20 @ 1 M—a
t= log 4+ < log +; (7)
To —T1 1 a o —T1 oy

Esempio 9.3 Consideriamo la seguente coppia di isotopi radioattivi:
X = radio 226 (T'" = 1600 anni), Y= piombo 210 (7=22 anni).X

decade in Y, quindi,in una roccia contenente X e Y il rapporto %

r Ty 22 o
ro—ry 11T — 1600—22 —

0.014. La differenza tra % e 0.014 decresce esponenzialmente con un

tende rapidamente al valore di equilibrio a =

periodo di dimezzamento T?iT%z = 22.3 anni.

La maggior parte dei minerali terrestri é di gran lunga pid vecchia di
22.3 anni quindi in essi il rapporto tra radio 226 e piombo 210 é circa
uguale a 0.014.

Se perd una roccia é di formazione molto recente e in essa, all’epoca
della sua formazione, sono stati inglobati X e Y in un rapporto di-
verso da 0.014, allora é possibile ricavare delle informazioni sull’etd
della roccia purché essa non sia troppo grande (altrimenti % sarebbe

ritornato al valore di equilibrio). Lo stesso succede se viene estratto
un minerale contenente X e Y e poi esso viene trattato chimicamente,

rimuovendo parte di X o di Y. In seguito, osservando il valore di %
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nel minerale, si possono avere informazioni sul tempo trascorso dalla
sua estrazione. [ |

Questo esempio é interessante perché é stato usato per scoprire dei
quadri falsi. Infatti, il piombo 210 é spesso contenuto nei colori usati
in pittura; al momento della preparazione della vernice, quasi tutto
il radio 226 contenuto nel minerale da cui é stato estratto il piombo
210 viene rimosso e quindi, il valore :‘w/—g del rapporto tra piombo 210
e radio 226 nella vernice al momento della sua fabbricazione é molto
maggiore del valore di equilibrio 0.014.c Peré non tutto il radio 226 pué
essere rimosso, percié il rapporto z—g dev’essere inferiore ad un certo

valore massimo M =~ 200. Misurando il valore g—i del rapporto % in

un quadro é possibile ricavare delle informazioni sull’etd del quadro e
quindi scoprire eventuali falsi.

Questo metodo é stato applicato nel 1945 ad alcuni quadri del seicento
che si sospettava fossero stati dipinti in seguito e quindi, fossero falsi.
In uno di essi si aveva g—i = 8.5. Usando la formula (7), si ricava che
Ietd t del quadro deve verificare la disuguaglianza :

1 200 — 0.014 1 1600 - 22anni
- log 23.6 = log23.6 = 101.7 anni
gz %8 (1600 — 22)log2  ° .

t< 08 = Tog2z 1
rg— 11 8.5 —0.014 %_ 0T1

Quindi, il quadro poteva risalire al massimo al 1843, quindi era falso.
Se ad esempio, si fosse trovato % = 0.007 ( inferiore al valore di

equilibrio 0.014) allora dalla formula (6) si sarebbe dedotto che :

1 0.014 1600 - 22anni
t <

- log2 = 22.3 anni (quadro falso).
= e 20.014 0007 (1600 —22)log2 © anni (quadro falso)

In entrambi i casi, si riesce ad ottenere solo una maggiorazione dell’eté.

3 CASO: decadimento di un isotopo radiattivo X in un altro isotopo

radiattivo y che decade pit lentamente di X

Questo caso é perfettamente analogo al caso precedente, con 'unica

differenza che ro < 11,15 > T1,a = r;—lrl < 0. Posto allora b = —a =
T1

== > 0, le formule (5) di pagina 97 diventano

x(t) = zoe ™!

W) = (o bea)e ™ < broe ™t (b= )

(r1 — 1o
y(t) = (B0 ) ety
(t) T

8
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x(t),y(t) tendono entrambi a 0 per t — 400 (com’é ovvio), ma il loro
rapporto % tende a — +oo perché l'esponente dell’esponenziale é
positivo. Percid, col passare del tempo, X tende a sparire ed in prati-
ca rimane soltanto Y.

Per t — —o0, y(t) tenderebbe a —oo, ma in realtd esiste un istante
t1 < 0 in cui era y(t1) = 0. y(t) é crescente per ¢ che varia da t; a un
certo istante t > t1, nel quale y(t) raggiunge un valore massimo. Per
t > ta,y(t) é decrescente e tende a 0 per ¢ — +o00. Con facili calcoli si
vede che t; = Tlirz log yolf_._l;x()’ ty = Tlirz log (yolfl?;;)rz e inoltre t9 > 0
se e solo se yg < % Il rapporto % é sempre crescente e si annulla

per t = ty. I grafici di x(t), y(¢), % sono del tipo

x(1) A y() 4
Z(t)

¥

Figura 9.5

Per quanto riguarda il problema della datazione radiattiva, anche
qui conviene usare la formula che da i(—g Se ad un certo istante ¢

misuriamo un valore % del rapporto %, si ha

—~

n_ (@ + b))t _p
1 T

e da qui si pud ricavare ’eta t del minerale:

b+ & 1 b+ &

t= lo
b+g—2 KT —T9 gb+g—g

(1‘1 7T2)t —

e
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conoscendo il valore iniziale g—g, si potrebbe ricavare il valore esatto di
t. Ma anche non sapendo nulla di g—g, si sa che g—g > 0 e quindi si pud
ricavare una maggiorazione di t:

1 Y1
t < l 1+ ==
T ry—ro Og( +b171)

Esempio 9.4 X = bismuto 210, Y = polonio 210.

X decade in Y con periodo di dimezzamento 77 = 5 giorni e Y decade
in piombo 206 (stabile) con periodo di dimezzamento Tp = 138,4 giorni.
Supponiamo che un minerale contenente X e Y venga trattato chimicamente
per eliminare quasi tutto Y, ma poi, dopo un certo tempo ¢, si misuri un
rapporto g—i = 100. Allora per "I’etd” del minerale (cioé il tempo trascorso
dopo il trattamento) si ricava la maggiorazione seguente(tenendo conto che

r = lt;g;?’rz _ l(}g;?)
100 T\ T 10075 o
< T T _—_—) —
1< og '+ 70 log2(T — Tl)log(l t o, ) = 34, Thglomi

T Ty

Quest’esempio é puramente ipotetico, perché i periodi di dimezzamento sono
molto brevi. D’altronde in natura si verifica molto raramente che Y decada
pit lentamente di X, e quando questo si verifica di solito i periodi di dimez-
zamento sono molto brevi.

Consideriamo ad esempio lo schema che illustra il decadimento completo
dell’uranio 238. Esso avviene in 14 passi succesivi, che comprendono 8
decadimenti con raggi « (un nucleo radiattivo espelle una particella « forma-
ta da 2 protoni e neutroni, diminuendo di 2 la sua carica e di 4 la sua massa)
e 6 decadimenti con raggi 8~ (un nucleo radiattivo espelle un elettrone e
contemporaneamente trasforma un neutrone in protone, aumentando di 1 la
sua carica e lasciando quasi inalterata la sua massa).

Dapprima l'uranio 238 si trasforma in uranio 234 con 1 dacadimento « e 2
decadimenti 5~ successivi (periodi di dimezzamento = 4.51 miliardi di anni,
24.1 giorni 1.18 minuti) passando attraverso il torio 234 e il protoattinio 234.
Poi avvengono 5 decadimenti av successivi (periodi i dimezzamento = 248000
anni, 80000 anni, 1620 anni, 3.8 giorni, 3 minuti), che trasformano 1'uranio
234 in torio 230, radio 226, radon 222, polonio 218 e piombo 214.

Poi il piombo 214 si trasfiorma in piombo 210 con 2 decadimenti 5~ e 1
decadimento « successivi (periodi di dimezzamento = 26.8 minuti, 19.7
minuti, 0.16 millisecondi), passando attraverso il bismuto 214 ed il polo-
nio 214.

Infine il piombo 210 si trasforma in piombo 206 (stabile) con altri 2 decadi-
menti §~ e 1 decadimento « (periodi di dimezzamento = 22 anni, 5 giorni,
138, 4 giorni), passando attraverso il bismuto 210 ed il polonio 210.
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Uranin 238

4 51
tiliatii
di atitd

Taono 334

Tranio 234
1,12 tmitati /1'
Protoattirio 234 242000 at
/1'
24,1 gomt Tortio 230
20000 atud
Fadio 226
1620 attd
Radon 232
3.2 glornd
Faolonio 213 Polotin 214 Folotio 210
19,7 minuti /1' 5 glormd /‘T
3 mitnati Bismuto 214||  [Bismuto 210
Mot minti ¥ %22 anni
Piomho 214 Fiotmbo 210 Piombo 206
(stabile)
Schema 9.1
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10 Sistemi differenziali autonomi

Definizione 10.1 Un sistema differenziale autonomodel 1 ordine in forma
normale nelle 2 funzioni incognite z(t),y(t) € un sistema del tipo:

2'(1) = £(=(®),y(0))
y'(0) = 9(2(t), y(0))

o semplicemente

= f(xay)
{y/ =g(,y) W)

Supponiamo che le funzioni f, ¢ siano definite in tutto IR? e siano di classe
C! (cioé abbiano derivate parziali continue). In tal caso vale il teorema di
esistenza ed unicitd in piccolo: se fissiamo una condizione iniziale z(tg) =
x0,Y(to) = yo allora il problema di Cauchy:

{ o' = flz,y)  2(to) =0
Yy =g(x,y)  ylto) =0

ha 1 ed 1 sola soluzione in un opportuno intorno (tg — 6,to + 6) di to.

Se inoltre supponiamo che f, g, oppure le loro derivate parziali, siano lim-
itate, allora vale anche il teorema di esistenza ed unicitd in grande, cioé il
problema di Cauchy ha 1 ed 1 sola soluzione (m(t)),y(t)) definita in tutto
IR.

Interpretando la variabile indipendente ¢ come tempo e le funzioni incognite
x(t),y(t) come le coordinate di un punto mobile nel piano x,y (detto piano
delle fasi), il sistema differenziale (1) equivale ad assegnare un campo di
velocitd, cioé ad assegnare per ogni punto P = (x,y) del piano un vettore
U(P) = (f(a:,y),g(a:,y)) = (f(t),y’(t)), che rappresenta la velocitd che
deve avere il punto mobile quando passa per P. Risolvere il sistema sig-
nifica trovare le funzioni x(t), y(t), cioé trovare traiettoria e legge oraria del
punto mobile. La traiettoria vy del punto mobile é una linea che si chiama
orbita della soluzione considerata.

Se in un punto P = (7, %) si ha f(7,7) = g(7,7) = 0, chiaramente la coppia
di funzioni costanti x(t) = T, y(t) =7 so ddlsfa il sistema (1). Si dice che P é

un punto di equilibrio. La soluzione = (T, 7) si chiama soluzione

/‘\

di equilibrio e la sua orbita si riduce al solo punto P.
Valgono le seguenti proprietd

Teorema 10.1 Le soluzioni di un sistema differenziale autonomo sono in-
varianti per traslazioni temporali, cioé se x(t),y(t) € soluzione , lo é anche

(:E(t +e),y(t+ c)) qualunque sia la costante c.
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Teorema 10.2 Due orbite diverse non possono intersecarsi, cioé se (ml(t), yl(t))

e (xg(t), y(gt)> sono 2 soluzioni del sistema (1), se y1 e ya2 sono le rispettive
orbite e se P € 1 N2, allora y1 = 72 ed esiste una costante C' tale che
x2(t) = x1(t + ¢), y2(t) = y1(t + ¢), cioé le due soluzioni coincidono a meno
di una traslazione temporale.

Teorema 10.3 Se l'orbita v di una soluzione (m(t),y(t)) ripassa per uno
stesso punto Pi(x1,y1) in 2 istanti diversi t1 e ta (t1 < t2), cio€ se x(t1) =
x(t2) = x1,y(t1) = y(t2) = y1, allora v € una curva chiusa e le funzioni
x(t), y(t) sono periodiche di periodo T = to — t;.

Teorema 10.4 Se l'orbita v di una soluzione (:v(t), y(t)) st avvicina asin-

toticamente ad un punto P = (T, %) cioé se limy .1 o0 2(t) = Telimy_, 1o y(t) =
Y, allora P ¢ un punto di equilibrio.

Anche per i sistemi differenziali autonomi si possono dare le definizioni
di punto di equilibrio stabile, instabile, asintoticamente stabile, del tutto
analoghe a quelle viste per le equazioni differenziali autonome:

Definizione 10.2 Si dice che un punto di equilibrio P = (T,7) per il sis-
tema differenziale (1) é stabile se fissati comunque ty ed € > 0, esiste 6 > 0
tale che per ogni soluzione (x(t),y(t)) si abbia :

lz(to) =T <6, [y(to) =Yl <é=la(t) —T| <e, |yt)-yl<e V>t
si dice che un punto di equilibrio ¢ instabile se non € stabile

Definizione 10.3 si dice che un punto di equilibrio P = (T, Y) per il sistema
differenziale (1) é asintoticamente stabile se fissato comunque ty esiste § >
Otale che per ogni soluzione (x(t),y(t)) si abbia:
|x(to) — 7| < 6, |y(to) =gl < 6= lim z(t) =Te lim y(t) =7
t—-+o0 t—-+o00

Se un punto di equilibrio € asintoticamente stabile, allora € stabile (ma non
viceversa,).

10.1 Sistemi differenziali lineari omogenei a coefficienti costan-
ti

Un tipo particolare di sistema differenziale autonomo é dato dai sistemsi
differenziali lineari omogenei a coefficienti costanti, la cui forma generale
nel caso di due funzioni incognite z(t),y(t) é la seguente:

{x’:a;v—l—by a,b,c,d € R

Yy =cr+dy 2)
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Lo studio di questo sistema é importante perché ci permette di dire qualcosa
anche sui sistemi autonomi pid generali e in particolare dei loro punti di
equilibrio.

Le proprietd del sistema (2) dipendono dalla matrice dei coefficienti A =

ab . . e . .
< d) e dai suoi autovalori. Ricordiamo che un numero complesso A si dice
c

autovalore di A se esiste un vettore non nullo ¥ = <a> tale che Av = \v

B
cioé <a b) <a) = <)\a)' il vettore v si chiama autovettore associato
cd I} AG )’
all’autovalore \.
E facile vedere che la coppia di funzioni z(t) = aeM, y(t) = fe ¢ soluzione

g

del sistema(2) se e solo se A é un autovalore di A e ¥/ = < “ > é un autovettore

associato a A.
Si dimostra che gli autovalori A1, A2 di A sono le radici dell’equazione di

secondo grado det(A — \I) = det <a ; A dE )\) = 0 nell'incognita A. Essi

possono essere reali e distinti, reali e coincidenti, oppure complessi coniugati.
Nel piano delle fasi x,y, 'origine (0,0) é un punto di equilibrio del sistema

b
(2). Posto 6§ = det(A = det <CCL d
punti di equilibrio. La natura di questo punto di equilibrio (stabile, instabile,
asintoticamente stabile) e la forma delle orbite dipendono soprattutto dal
segno della parte reale degli autovalori di A. Si possono presentare in tutto
11 casi diversi:

> = ad — be, se 6 # 0 non ci sono altri

e CASO 1: Ap, Ag reali positivi (0 < A\ < Ag).
La soluzione generale del sistema (2) é del tipo

x(t) = CreMt + Cye?t 4
y(t) = CzeMt + Cget2t

Calcolando 2/(t),y'(t) da queste formule e sostituendole nel sistema
(2), sitrovano le 2 costanti C3, Cy in funzione di Cy, Cy e cosi nell’espres
sione di z(t), y(t) restano solo 2 costanti arbitrarie C1, C2 (questo suc-
cede sempre, perché l'insieme delle soluzioni del sistema (2) é uno
spazio vettoriale di dimensione 2).

Le orbite delle soluzioni sono curve che si allontanano dall’origine 0
e ”provengono asintoticamente da 0” (cioé z(t) — 0 e y(t) — 0 per
t — —o0 ), mentre per t — +oo si allontanano indefinitamente da 0 .
Se 11,V sono 2 autovettori associati agli autovalori A1, Ay rispettiva-
mente, le orbite provengono dalla direzione di o7 (cioé in 0 sono tutte
tangenti a ¥ ) e tendono tutte a disporsi nella direzione di v (cioé per
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Figura 10.1

t — 400 la tangente all’orbita tende ad essere parallela a U2). 0 é un
punto di equilibrio instabile e prende il nome di nodo instabile.

Esempio numerico : A = < 1 i)

e CASO 2: A1, Ao reali negativi (A1 < A2 < 0).
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Questo caso é perfettamente analogo al precedente, salvo che per il
verso di percorrenza delle orbite. Per ¢t — +o00,z(t) — 0 e y(t) — 0,
le orbite si avvicinano asintoticamente all’origine e nell’origine sono
tutte tangenti a ¥5. Si dice che l'origine é un nodo asintoticamente
stabile.

Esempio numerico A = 21
2 -3
CASO 3: Aj, Ag reali discordi (A1 < 0 < Ag).
Anche in questo caso la soluzione generale del sistema é del tipo

x(t) = CreMt + Cher?t 4+
y(t) = 036)‘2t + C4€A2t

Perd le orbite provengono dall’infinito (dalla direzione di #;) e tendono
ancora all’infinito (nella direzione di #. L’origine é un punto di equi-
librio instabile e prende il nome di punto sella.

Esempio numerico A = L4
32

CASO 4: Autovalori reali coincidenti positivi (A\; = Ao = A > 0))

In questo caso possono presentarsi 2 sottocasi diversi: 4a e 4b.

CASO 4 a: gli autovettori associati all’autovalore A formano uno spazio
vettoriale di dimensione 1, cioé sono tutti multipli di un certo vettore
7 # 0. In tal caso 'andamento delle orbite é quello indicato nel-
la figura 10.1 - 4a: le orbite provengono asintoticamente dall’origine e
tendono all’infinito, nell’origine sono tutte tangenti a ¥ e per t — 400
tendono nuovamente a disporsi nella direzione di #;. La soluzione
generale del sistema (2) é del tipo

z(t) = CreM + CoteM
y(t) = CzeM + CyteM

Calcolando 2/(t),y'(t) da queste formule e sostituendo nel sistema (2)
si trovano le 2 costanti C3, Cy in funzione di C1, Cs.

Esempio numerico: A = < _i)) 1 >

CASO 4 b: gli autovettori associati a A formano uno spazio vettoriale

g) € R2? é un autovet-

, o . . A
tore. Questo é possibile solo se la matrice A coincide con < 0 g) In

= \x
Y =My

di dimensione 2, cioé qualunque vettore <

tal caso il sistema (2) diventa e la sua souzione generale
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Y = CheMt - Le orbite sono semirette uscenti dall’origine (da cui
=C2

provengono asintoticamente) e tendono all’infinito (vedi figura 10.1 -
4b). In entrambi i casi , l'origine é un punto di equilibrio instabile
(nodo instabile degenere).

, {x: CreM
é

CASO 5:Autovalori reali coincidenti negativi (A\; = A2 = A < 0)
Questo caso é perfettamente analogo al caso 4, salvo che per il verso di
percorrenza delle orbite. Possono darsi 2 sottocasi 5 a e 5b , a seconda
che insieme degli autovettori associati a A abbia dimensione 1 o 2.
In entrambi i casi l'origine é un punto di equilibrio asintoticamente
stabile (nodo degenere asintoticamente stabile).

Esempi numerici A = <i _14> per il caso 5 a, A = <?()) _?(,))

per il caso 5b.

CASO 6:Autovalori complessi coniugati con parte reale positiva (A; =
a+ib, Ao = a —ib con a > 0)
In tal caso la soluzione del sistema (2)é del tipo

x(t) = Cre™ cos bt + Cae™ sin bt
y(t) = C3e cos bt + Cye™ sin bt

Calcolando 2/(t),y/(t) da queste formule e sostituendo al sistema (2),
si trovano le costanti Cs, Cy in funzione di Cq,Cy. Per t — —o0, x(t)
ey(t) tendono a 0 e per t — +oox?(t) +y%(t) — +o0, quindi le orbite si
allontanano asintoticante dall’origine e tendono all’infinito. La presen-
za dei seni e dei coseni fa si che le orbite “spiraleggino”, facendo infiniti
giri intorno all’origine fig. 10.1 -6 . Il fatto che spiraleggino in sen-
so orario o antiorario dipende dal segno delle costanti C7,Cy, Cs, Cy.
L’origine é un punto di equilibrio instabile (fuoco instabile).

Esempio numerico A = < 71 é)

CASO T7:Autovalori complessi coniugati con parte reale negativa (A\; =
a ~+1ib, Ay = a — ib con a < 0) La situazione é perfettamente analoga
a quella del caso 6, salvo che per il verso di percorrenza delle or-
bite.Le orbite provengono dall’infinito e si avvicinano asintoticamente
all’origine, spiraleggiando infinite volte intorno ad essa.Fig. 10.1 -7.
L’origine é un punto di equilibrio asintoticamente stabile (fuoco asin-
toticamente stabile).

Esempio numerico A = <_; _f )
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e CASO 8:Autovalori immaginari puri (A\; = ib, \o = —ib conb > 0) In
tal caso la soluzione del sistema (2)é del tipo

x(t) = Cy cos bt + Cy sin bt
y(t) = C3cosbt + Cysinbt

Calcolando 2/(t), 4/ (t) da queste formule e sostituendo al sistema (2), si
trovano Cs, Cy in funzione di Cy, Cs. Le orbite sono curve chiuse (per la
precisione ellissi, figura 10.1 - 8.) e le funzioni x(t), y(¢) sono periodiche
di periodo T = 27”. Il fatto che le orbite siano percorse in senso orario
o antiorario dipende dal segno delle costanti C, Co, C3,Cy. L’origine
é un punto di equilibrio stabile, ma non asintoticamente stabile e si
chiama centro.

Esempio numerico A = < B ; B i )

Restano da determinare i casi in cui detA = 0, il che accade se e solo se
almeno uno dei 2 autovalori A\j s é nullo. Se questo accade gli autovalori
sono reali, ’origine non é 'unico punto di equilibrio e si possono avere i
seguenti casi 9, 10, 11.

e CASO 9:A\1 =0, A2 > 0 In tal caso la soluzione generale del sistema (2)
é data da (x(t)), y(t)) = C171+Cathe??t, dove ¥, U sono 2 autovettori
associati rispettivamente a i, Ao. Tutti i punti della retta r passante
per lorigine e parallela a ¢ sono punti di equilibrio instabile. Le
orbite sono semirette parallele a v figura 10.1 - 9. che si allontanano
asintoticamente dai punti di equilibrio (nei 2 versi opposti) e tendono
all’infinito.

Esempio numerico A = <; 2)

e CASO 10:\; < 0,\y = 0 E perfettamente analogo al caso 9, salvo il
verso di percorrenza delle orbite. Tutti i punti della retta r passante
per lorigine e parallela a @5 sono punti di equilibrio stabile, ma non
asintoticamente stabile. Le orbite sono semirette parallele a 77, che
tendono asintoticamente ad un punto di equilibrio .

Esempio numerico A = < _ ; _i )

e CASO 11: Ay = A2 Possono presentarsi due sottocasi diversi (11 a e
11 b)

CASO 11 a: gli autovettori associati all’autovalore 0 sono tutti mul-
tipli di un certo vettore v; # 0. In tal caso la soluzione generale del
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sistema (2) é del tipo

x(t) =C1+ Cot
y(t) = (C3+ Cyt

Calcolando 2/(t),y'(t) da queste formule e sostituendo nel sistema (2)
si trovano Cs, Cy, in funzione di C1, Cs. Tutti i punti della retta r pass-
sante per I'origine e parallela a #; sono punti di equilibrio instabile. Le
orbite sono rette parallele a r, percorse in un verso o nel verso opposto
opposto a seconda che si trovino in uno o nell’altro dei 2 semipiani
delimitatti da r figura 10.1 - 11.

. . 6 3
Esempio numerico A = (1 9 _6 )

CASO 11 b: qualunque vettore ¥ = <a> del piano é un autovet-

b
tore associato all’autovalore 0. Questo é possibile solo se la matrice A
é la matrice nulla (8 8) . Allora il sistema (2) si riduce a ' =y’ =0,

cio’'e x = C1,y = Cy (C1, O costanti qualsiasi). Tutti i punti del piano
sono punti di equilibrio (stabile, ma non asintoticamente stabile).
10.2 Sistemi differenziali autonomi: studio qualitativo

Sia P = (Z,y) un punto di equilibrio del generico sistema differenziale
autonomo:

= f(xay)
{y/ =g(,y) W)

In certi casi la natura del punto P (cioé la sua stabilitd, la sua stabilitd
asintotica, ’andamento delle orbite in un intorno di P) pué essere dedotta
dallo studio della matrice jacobiana:

of of
J<x,y>=(gg i)

nel punto P. Si pué mostrare infatti il seguente:

Teorema 10.5 Se f,g sono di classe C? (cioé hanno derivate parziali sec-
onde continue) indichiamo con A1, A2 gli autovalori della matrice jacobiana
J(Z,7), calcolata nel punto di equilibrio P = (Z,7y). Allora :

1. Se A\, \o hanno entrambi parte reale negativa, P é asintoticamente
stabile.
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2. Se almeno uno dei 2 autovalori ha parte reale positiva, P € instabile.

3. Negli altri casi (autovalori reali di cui uno nullo e Ualtro <0, oppure
autovalori immaginari puri) non si pud dire nulla.

Inoltre, se entrambi gli autovalori hanno parte reale # o, esiste un intorno
U di P in cui le orbite hanno un comportamento del tipo di quello indicato
nelle figura 10.1 (nodo instabile - nodo asintoticamente stabile - sella - fuoco
instabile - fuoco asintoticamente stabile).

Notiamo che, in generale il sistema (2) non si sa risolvere (se non con
metodi numerici approssiamti al computer); per6 in alcuni casi é possibile
determinare esplicitamente I’equazione delle orbite. Quando questo non é
possibile, a volte si pué studiare ’andamento qualitativo delle orbite esam-
inando il segno di 2, y/, cioé di f(z,y), g(z,y).

Infatti consideriamo nel piano zy le linee v1, 2 di equazione rispettivamente
f(z,y) = 0,g(x,y) = 0. Queste linee sono dette nullicline; suv; si haz’ =0,
su v si ha ¢ = 0 L’intersezione y; N ~2 non é altro che 'insieme dei punti
di equilibrio del sistema (2).

In genere y; e 2 dividono il piano in un certo numero di regioni connesse,
all’interno di ciascuna delle quali f, g hanno segno costante. Sia A una di
queste regioni: studiando il segno di f,g in A (il che é molto facile: basta
vedere che segno hanno f, g in un punto qualsiasi P € A) si trova il segno di
2'(t),y'(t) in A e quindi si hanno informazioni sull’andamento delle orbite
in A.

Per esempio, se in A si ha f > 0,9 > 0 allora x(t),y(t) devono essere en-
trambe crescenti in A, cioé le orbite in A “si dirigono verso Nord - Est nel
piano xy”. Negli altri 3 casi (f >0 g <0, f<0g>0,f<0g<0)le
orbite in A si dirigono rispettivamente verso Sud - Est, Nord - Ovest, Sud -
Ovest. Inoltre, nei punti in cui f(z,y) # 0 (cio’e in € R? — 7;) é possibile
dividere la seconda equazione del sistema (2) per la prima, ottenendo:

d
g@y) ¥V _ @ dy s W _ 9@y
flay) o & dr dv f(x,y)

Questa é un’equazione differenziale del 1 ordine nella funzione incognita
y(x), che rappresenta I’equazione di una generica orbita; se la si sa risolvere,
si trova esplicitamente 1’equazione delle orbite (almeno in € IR? — 7).

Esempio 10.1 Consideriamo il sistema

=y
y = 22
le nullicline sono

71 ay = 0 (unione dell’asse x e dell’asse y)
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v2 22 =0 (asse y)

1 N y2 = asse y, quindi tutti i punti dell’asse y sono punti di equilibrio. 1l
segno di 2/,4' é ++ nel 1 e 3 quadrante, —+ nel secondo e quarto quadrante.
Nei punti dell’asse = diversi da (0,0) si ha 2’ = 0,3’ > 0

ik

Figura 10.2

. Ci6 potrebbe suggerire un andamento delle orbite simile a quello di figura
10.3

'
»
// | X
Figura 10.3
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, ma invece non é cosi. Infatti cercando di trovare ’equazione delle orbite si

ottiene:
%:%:%:% ydy =xdr  [ydy = [xdx+C
%221”2—2-1-0 y? — 22 =20
Si tr
figur
k
.

Figura 10.4

. 1l generico punto di equilibrio P = (0,7) é instabile se y > 0, stabile, ma
non asintoticamente stabile se 7 < 0. La matrice jacobiana del sistema é

of of y
b 8—Z 2z 0
y

00
ci permette di concludere che P é instabile solo se 7 > 0, non ci permette di
concludere niente se i # 0. [ |

In P siha J(0,7 = < 0) che ha i 2 autovalori 0,7, quindi il teorema (10.5)

Un particolare comportamento delle orbite si ha quando esse si avvicinano
ad un cosiddetto ciclo limite, come mostra il seguente

Esempio 10.2

{x’=y+x(1x2y2)
Yy =x+y(l—a?—y?)
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Si vede facilmente che I'unico punto di equilibrio é (0,0). L’equazione delle
orbite non é facile da trovare e neanche il loro studio qualitativo. Peré
ponendo z = x? + y? (2 rappresenta il quadrato della distanza del punto

mobile (m(t)),y(t)) dall’origine) si trova che

d
2 = d—j =2x2’ +2yy = Qx( —y+z(l — 22 —y2)) —I—Zy(:n—l—y(l — 22 —y2)>
=22%(1— 2) + 2y°(1 — 2) = 22(1 — 2)
2 =22(1-2)

Questa é un’equazione differenziale autonoma del 1 ordine in z(t), anzi si
tratta dell’equfi:»‘A» T it L IS 2SR, I (T U R I U (. G
al variare della

N
—

~¥

Figura 10.5

Quindi l'orbita di un generico Py = (g, yo) diverso dal punto di equilibrio
P = (0,0) tende sempre ad avvicinarsi alla circonferenza v di equazione
22 + y? = 1. Per6, siccome su v non ci sono punti di equilibrio, si dimostra
che l'orbita deve avvicinarsi a v “spiraleggiando” infinite volte (figura 10.6)

.Si dice che v é un ciclo limite 1l punto di equilibrio P = (0,0) é un

1 -1
1 1) . ha come

autovalori 1 =+ 7. [ ]

fuoco instabile; infatti la matrice jacobiana J(0,0) = <

Abbiamo visto finora che alcuni possibili comportamenti delle orbite sono :

1. orbite ridotte ad un punto (che deve essere di equilibrio)
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7T

Figura 10.6

2. orbite che tendono asintoticamente ad un punto di equilibrio
3. orbite che tendono all’infinito

4. orbite cicliche

5. orbite che tendono ad un ciclo limite

Questi 5 comportamenti non esauriscono tutti i possibili comportamenti
delle orbite, tuttavia vale il seguente

Teorema 10.6 (Poincaré - Bendizson)

r_
Dato il sistema{ 3:, = f(@9)
Y =g(z,y)
x(t),y(t) é sempre contenuta all’interno di una regione limitata A del piano
(z,y) e A non contiene punti di equilibrio, allora la soluzione in questione o

€ ciclica o tende ad un ciclo limite.

con f,g di classe C' in IR?, se una soluzione

Osserviamo che una generica equazione differenziale del secondo ordine in
una funzione incognita x(t)

F(t, x(t), x’(t),x”(t)) =0

si pud sempre ricondurre ad un sistema d 2 equazioni differenziali del primo
ordine introducendo una funzione incognita ausiliaria y(t) = «'(t). Infatti
I’equazione considerata é equivalente al sistema:

=y
F: (taxayay/) :O

In generale, un’equazione differenziale di ordine n é equivalente ad un sis-
tema di n equzioni differenziali del primo ordine. In fisica s’incontrano spesso
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equazioni differenziali del secondo ordine, che si possono ricondurre ad un
sistema, di 2 equazioni differenziali del primo ordine , come dimostrano i
seguenti esempi.:

Esempio 10.3 OSCILLAZIONI DI UN CORPO ATTACCATO AD UNA
MOLLA, SENZA ATTRITO L’equazione del moto é

ma” = —kx

dove z(t) = posizione del corpo mobile, m = massa del corpo, k = costante
elastica della molla. Posto y(t) = 2/(t), equazione é equivalente al sistema
autonomo lineare a coefficienti costanti:

z'(t) =y
y =k
N T : . D 01
L’unico punto di equilibrio ¢ (0, 0) e la matrice A dei coefficientié | 1 0/
m

che ha gli autovalori £/ % Percié (0,0) é un centro (stabile, ma non asin-

toticamente stabile) e le orbite sono ellissi aventi come assi gli assi z,y (vedi
Figura 10.7).

el B
L

i

Figura 10.7

Esempio 10.4 OSCILLAZIONI DI UN CORPO ATTACCATO AD UNA
MOLLA, CON ATTRITO
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L’equazione del moto é

ma” = —kx —ra’
dove z(t) = posizione del corpo mobile, m = massa del corpo, k = costante
elastica della molla, r = resistenza dell’aria. Posto y(t) = 2/(t), 'equazione

é equivalente al sistema,
y =—Lr— Ly

. . C 0 1 : Y vy
la matrice A dei coeflicienti é < E oy > ha i 2 autovalori M.

L’origine é 'unico punto di equilin‘tl)riomed ¢ un nodo asintoticamente sta-
bile se r2 > 4mk (autovalori reali distinti, entrambi negativi: smorzamento
supercritico, non ci sono oscillazioni) oppure 7?2 = 4mk (autovalori reali
coincidenti = —% < 0: smorzamento critico); é un fuoco asintoticamente
stabile se 72 < 4mk (autovalori complessi coniugati con parte reale negati-

va: oscillazioni smorzate). [

119



11 Competizione tra specie

Consideriamo due diverse specie animali X e Y che si nutrono dello stesso
cibo ed indichiamo con x(t), y(¢) il numero di individui delle specie A e B
al variare del tempo t. Il tasso di crescita r(t) della specie A é dato da
r(t) = 2/ (t)/x(t) = r1(t) — ra(t), dove r1(t) rappresenta il tasso di natalita (
pari alla probabilitd che un individuo ha di generarne un altro nell’unita di
tempo) ed ro(t) rappresenta il tasso di mortalitd ( pari alla probabilitd che
ha un individuo di morire nell’unitd di tempo).

Supponiamo che 73(t) sia costante (= r3) e che r1(t) sia proporzionale alle
riserve di cibo non utilizzate, cioé:

ri(t) = k(M — ax(t) — by(t))

dove M = riserve totali di cibo( che supponiamo rinnovabili), a = quantita
di cibo consumata nell’unitd di tempo da un individuo della specie X, b=
quantitd di cibo consumata nell’unita di tempo da un individuo della specie
B. Allora, si ha:

r(t) =a'(t)/x(t) = k (M — ax(t) = by(t)) — r2

cioé abbiamo la seguente equazione differenziale:

2'(t) = z(t) (A — Bz(t) — Cy(t)) dove A=kM —ro,B=ka,C =kb

In assenza di individui della specie Y, x(t) seguirebbe 1’equazione differen-
ziale 2/ (t) = x(t) (A — Bz(t)) (crescita logistica), dove A rappresenta il tasso
di crescita di z(¢) quando x(t) é molto piccolo ( per essere precisi, A é il
limite del tasso di crescita di z(t) quando x(t) tende a 0).

Supponiamo che A sia positivo, altrimenti la specie X si estinguerebbe sicu-
ramente. Le costanti B e C, per come sono state definite, sono sicuramente
positive. Considerazioni analoghe valgono per la specie Y e quindi, possi-
amo rappresentare il problema della competizione tra 2 specie X e Y per il
cibo con il seguente sistema differenziale autonomo:

2’ = f(z,y) = z(A - Bz - Cy)

y =g(z,y) =y(D — Ex — Fy)

Questo sistema non pud essere risolto esplicitamente, ma solo numerica-
mente con il calcolatore (determinando z(t) e y(t) con la precisione desider-
ata). Perd si possono determinare i punti di equilibrio, studiare la loro
stabilitd, eseguire lo studio qualitativo delle soluzioni, stabilire se x(t) e y(t)
sono crescenti o decrescenti e studiare la forma delle orbite.
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Osserviamo che z(t) e y(t), in quanto rappresentano le numerositd di 2
popolazioni di esseri viventi, devono esseri numeri positivi. Percid, se rap-
presentiamo le soluzioni nel piano cartesiano zy (x(t) in ascisse e y(¢) in
ordinate), ci interessa solo il primo quadrante ( semiassi compresi). Cer-
chiamo i punti di equilibrio compresi nel primo quadrante uguagliando a 0

f(z,y) e g(z,y):

2(A—Bx—Cy)=0

y(D—Ex—Fy)=0

Queste 2 equazioni rappresentano 2 curve C7 e Cy ( le nullicline) tali che
su C; si ha 2/(t) = 0 e su Cy si ha ¢/(t) = 0. C; é formata dall’'unione di
2 rette: lasse y (z = 0) e la retta r di equazione A — Bx — Cy = 0, che
incontra gli assi x,y nei 2 punti P = (A/B,0) e @ = (0,A4/C).

Invece Cy é formata dall’unione dell’asse x(y = 0) con la retta s di equazione
D — Ex — Fy = 0, che incontra gli assi z,y nei 2 punti R = (D/E,0) e
S=(0,D/F).

L’insieme dei punti di equilibrio non é altro che I'intersezione di C7 con Cy
e contiene 4 punti: l'origine O = (0,0), il punto P = (4/B,0), il punto S =
(0,D/F)edilpuntoT = ((CD — AF)/(CE — BF),(AE — BD)/(CE — BF))
intersezione delle 2 rette r,s. Il punto T esiste solo se CE — BF ¢ diverso
da 0; se CFE — BF uguale a 0, le 2 rette r,s sono parallele ed i punti di
equilibrio sono soltanto 3. Perd il punto T' pud trovarsi o meno nel primo
quadrante, a seconda dei valori delle 6 costanti A, B,C, D, E, F.

Possono presentarsi vari casi, di cui i principali sono 4, a seconda che il
punto P sia a sinistra o a destra di R (cioé A/B <=> D/E) e che il punto
@ stia sotto o sopra S (cioé A/C <=> D/F). Facciamo 4 esempi numerici,
uno per ciascuno dei 4 casi.

Esempio 11.1

7 =21 —x—2y) figura 11.1
y =y(l+ -2z -y)
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0 R P X

Figura 11.1 Figura 11.2

Le 2 rette r, s s'incontrano nel punto 7" = (1/3,1/3). Ci sono 4 punti di
equilibrio: O = (0,0), P = (1,0),S = (0,1),T = (1/3,1/3). La loro stabilita
si pu6 stabilire mediante la matrice jacobiana J(z,y):

fla,y) =a—2? - 22y g(z,y) =y —y*—2zy

o of
J(x,y):<%gz>:<12m2291 22332)
o —2y — 22— 2y

— gli autovalori sono 1,1

-1 0

-2 -1

J(1,0) = <_0 ?) — gli autovalori sono — 1, —1
J(0,1) = <

> — gli autovalori sono — 1, —1

J(1/3,1/3) = <_;?§ _§?§> — gli autovalori sono —1,1/3

Quindi, P ed S sono 2 punti di equilibrio asintoticamente stabili, mentre O
e T sono instabili (O é un nodo instabile, T' é una sella).

Le 2 rette r, s, dividono il primo quadrante in 4 zone 1,2,3,4 (fig.11.1), in
ciascuna delle quali 2/(t) = f (z(t),y(t)) e ¥'(t) = g (x(¢),y(¢)) hanno segno
costante, quindi si pud studiare il comportamento qualitativo delle orbite.
Precisamente:

1. Nella zona 1 si ha 2/(¢) > 0,9/(t) > 0 e quindi z(t),y(¢) sono funzioni
crescenti di ¢ e 'orbita di un punto qualsiasi si dirige verso l'alto e
verso destra, come indica la freccia in fig.11.1
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Nella zona 2 si ha 2/(t) < 0,4/(t) < 0 e quindi, le orbite si dirigono in
basso a sinistra.

Nella zona 3 si ha 2/(t) < 0,4/(t) > 0 e quindi, le orbite si dirigono in
alto a sinistra.

Nella zona 4 si ha 2/(t) > 0,y/(t) < 0 e quindi, le orbite si dirigono in
basso a destra.

In un punto del segmento QT si ha z'(t) = 0,¢/(t) > 0 e quindi, 'orbita
ha tangente verticale, proviene dalla zona 1 ed entra nella zona 3.

In un punto del segmento T'P si ha 2'(t) = 0,/(t) < 0 e quindi, l'orbita
ha tangente verticale, proviene dalla zona 2 ed entra nella zona 4.

In un punto del segmento ST si ha z’(t) < 0,y/(t) = 0 e quindi, l'orbita
ha tangente orizzontale, proviene dalla zona 2 ed entra nella zona 3.

In un punto del segmento TR si ha 2/(t) > 0,/ (t) = 0 e quindi, l'orbita
ha tangente orizzontale, proviene dalla zona 1 ed entra nella zona 4.

Vediamo ora qual é il comportamento qualitativo delle soluzioni. Supponi-
amo che il punto mobile P(t) = (z(t),y(t)) parta da una posizione iniziale
Py = (z0,y0) e vediamo come si comporta 'orbita di Py, cioé la traiettoria
di P(t) per t > 0. Ci sono diversi casi:

1.

Se Py coincide con uno dei 4 punti di equilibrio O, P, S, T, il punto
mobile P(t) rimane fisso in Pj.

Se Py sta sull’asse x, allora é chiaro che y(¢) = 0 per ogni ¢ e quindi
x(t) segue I'equazione differenziale logistica 2’ = x(1 — x). L’orbita di
Py é un tratto dell’asse z. Se Py é a sinistra di P = (1,0), allora x(¢)
cresce e tende a 1 per ¢ — +o0. Il punto mobile P(t) si sposta verso
destra e tende asintoticamente a P. Se Py é a destra di P, il punto
mobile P(t) si sposta verso sinistra e tende asintoticamente a P.

Analogamente, se Py sta sull’asse y é chiaro che z(t) = 0 per ogni
t e quindi, lorbita di Py é un tratto dell’asse y. Se Py sta sotto
S =(0,1), , allora il punto mobile P(t) si sposta verso l’alto e tende
a S per t — +oo. Se P(0) sta sopra S, il punto mobile P(t) si sposta
verso il basso e tende a S per t — +o0.

. Se Py sta nella zona 1, z(t) e y(t) crescono entrambe al crescere di t.

Si potrebbe pensare che il punto mobile P(¢) per ¢ — +o0o tenda a
un punto P; interno alla zona 1, ma questo non é possibile perché P;
dovrebbe essere un punto di equilibrio e non ci sono punti di equilibrio
all’interno della zona 1. Quindi P(¢) arriva sulla frontiera della zona
1 e pué intersecarla in un punto del segmento Q7" (@ escluso), nel
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punto di equilibrio 7" 0 in un punto del segmento TR (R escluso).
Ci sarda una particolare orbita che tende asintoticamente a T ed é
facile convincersi che tale orbita coincide col segmento OT della retta
y = x. Infatti, ponendo y = x, entrambe le equazioni del sistema
differenziale diventano =’ = z(1 — 3xz); se x(¢) indica una soluzione
di questa equazione differenziale logistica, allora P(t) = (z(t),z(t)) é
una soluzione del sistema. Se ne conclude che se Py sta sul segmento
OT, P(t) si muove sulla retta y = x e tende asintoticamente a T
se Py sta sopra al segmento OT, la sua orbita interseca il segmento
QT verticalmente e poi entra nella zona 3; se infine P sta sotto al
segmento OT, la sua orbita interseca orizzontalmente il segmento TR
e poi entra nella zona 4.

. Se Py sta nella zona 2, z(t) e y(t) decrescono entrambe al crescere di t.
Il punto mobile P(t) si muove in basso a sinistra e arriva sulla frontiera
della zona 2, perd non pué intersecarla in un punto dell’asse x situato a
destra di P o in un punto dell’asse y situato sopra .S, perché le semirette
(1,400) dell’asse x e dell’asse y sono 2 orbite e 2 orbite diverse non
possono intersecarsi. Le uniche possibilita sono che 'orbita di Py tenda
asintoticamente a uno dei 3 punti di equilibrio S, T, P oppure intersechi
il segmento ST ed entri nella zona 3, oppure intersechi il segmento T'P
ed entri nella zona 4. B facile convincersi che se P, sta sulla semiretta
x > 1,y > 1 della retta y = x, la sua orbita coincide col segmento
PyT e il punto mobile P(t) tende asintoticamente a T'. Se Py sta sotto
alla retta y = z, in teoria P(t) potrebbe tendere asintoticamente a T’
oppure a P, ma il disegno delle orbite col computer sembra suggerire
che in questo caso, cié non si verifica mai: P(t) incontra verticalmente
il segmento T'P e poi entra nella zona 4. Infine, se Py sta sopra la
retta y = x, P(t) incontra orizzontalmente il segmento ST e poi entra
nella zona 3.

. Se Py sta nella zona 3, x(t) é decrescente e y(t) é crescente. Il punto
mobile P(t) si muove in alto a sinistra e arriva sulla frontiera della
zona 3, che a priori potrebbe incontrare in un punto qualsiasi (esclu-
so T). Ma in realtd é facile vedere che P(t) deve per forza tendere
asintoticamente al punto di equilibrio S. Infatti, 'orbita di Py non
puod intersecare il segmento Q7" perché altrimenti dovrebbe provenire
dalla zona 1, non pué intersecare il segmento ST perché altrimenti
dovrebbe provenire dalla zona 2, non pud intersecare il segmento QS
in un punto diverso da S perché QS é un’orbita e 2 orbite diverse non
possono intersecarsi.

. Se Py sta nella zona 4, x(t) é crescente e y(t) é decrescente . Il punto
mobile P(t) si muove in basso a destra e arriva sulla frontiera della
zona 4, che a priori potrebbe incontrare in un punto qualsiasi (escluso
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T). Ma in realtd é facile vedere che P(t) deve tendere per forza asin-
toticamente a al punto di equilibrio P. Infatti, I’orbita di Py non pué
intersecare il segmento T'R perché altrimenti dovrebbe provenire dalla
zona 1,non pué intersecare il segmento TP perché altrimenti dovrebbe
provenire dalla zona 2, non pud intersecare il segmento RP in un pun-
to diverso da P, perché RP é un’orbita e 2 orbite diverse non possono
intersecarsi.

L’aspetto complessivo delle orbite ( che si possono facilmente tracciare col
computer) é illustrato in fig.11.2 E notevole il fatto che in questa situazione,
quasi certamente una delle 2 specie X, Y si estingue. Quale delle 2 dipende
dalle condizioni iniziali; in questo caso particolare si vede facilmente che
la specie che inizialmente, all’istante ¢ = 0, é meno numerosa, é destinata
all’estinzione. Infatti, se il punto iniziale Py si trova sopra la retta y = =,
la sua orbita tende asintoticamente al punto di equilibrio @ = (0,1) e quin-
di, la specie X si estingue. Si dice che il bacino di attrazione del punto di
equilibrio asintoticamente stabile @ é la zona del primo quadrante che sta
sopra la retta y = x. Se Py sta sotto la retta y = z, la sua orbita tende
asintoticamente a R = (1,0) e quindi, Y si estingue ( il bacino di attrazione
di R é la zona del primo quadrante che sta sotto la retta). Se Py si trova
esattamente sulla retta y = x, in teoria la sua orbita tende asintoticamente
al punto di equilibrio instabile T quindi, le 2 specie potrebbero coesistere,
ma in pratica questo non si verifica mai perché delle variazioni casuali di
pochi individui in pit o in meno possono deviare facilmente il punto mobile
P(t) dalla sua orbita, facendolo penetrare nel bacino di attrazione di uno
dei 2 equilibri stabili @, R. Percid, ciascuna delle 2 specie corre il rischio di
estinguersi, con una probabilitd del 50%. [ ]

Esempio 11.2

¥ =21 -2z —1y) figura 11.3
y =y(l—z—2y)
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Figura 11.3

Le 2 rette r,s si incontrano nel punto 7 = (1/3,1/3). Ci sono 4 punti
di equilibrio: O = (0,0),Q = (0,1/2),R = (1/2,0),T = (1/3,1/3). La loro
stabilitd si pud stabilire mediante la matrice jacobiana J(z,y):

flayy) =z —222 —zy  gla,y) =y — 2> —xy

J(@y) = <1 fgz;y 1 —xx—4y>

< (1)) — gli autovalori sonol, 1
J(1/2,0) < ! 11/22> — gli autovalori sono —1,1/2
J(0,1/2) = < 11//22 0 > — gli autovalori sono — 1,1/2

J(1/3,1/3) = <_Z§ _;§§> — gli autovalori sono —1/3, —1

Quindi, T é un punto di equilibrio asintoticamente stabile, mentre @, R, O
sono instabili (O é un nodo instabile, @ ed R sono selle). Le 2 rette r, s divi-
dono il primo quadrante in 4 zone 1,2,3,4 ( fig. 11.3), in ciascuna delle quali
2 (t) = f(x(t),yt)) e v (t) = g (x(t),y(t)) hanno segno costante , quindi si
pud studiare il comportamento qualitativo delle orbite. Precisamente:

1. Nella zona 1 si ha 2/(t) > 0,4/(t) > 0 e quindi, (), y(¢) sono funzioni
crescenti di ¢ e ’orbita di un punto qualsiasi si dirige in alto a destra.
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2. Nella zona 2 si ha 2/(t) < 0,4'(t) < 0 e quindi, le orbite si dirigono in
basso a sinistra.

3. Nella zona 3 si ha 2/(t) > 0,v/(t) < 0 e quindi, le orbite si dirigono in
basso a destra.

4. Nella zona 4 si ha 2/(t) < 0,4'(t) > 0 e quindi, le orbite si dirigono in
alto a sinistra.

L’aspetto complessivo delle orbite ¢ illustrato in fig.11.3 E notevole il fatto
che, in questa situazione, qualunque sia il punto di partenza Py = (z(0),y(0)),
il punto mobile P(t) tende asintoticamente verso il punto di equilibrio stabile
T e quindi, le 2 specie X,Y possono coesistere pacificamente ( a meno che
naturalmente, Py non si trovi sull’asse x o sull’asse y, perché se é presente
una sola delle 2 specie, l’altra non pué comparire per magia). Il bacino di
attrazione di T é tutto il primo quadrante, assi esclusi. [ |

Esempio 11.3
2 = z2(1 - 22— 3y) figura 11.4
y =y(l-z—y)

Figura 11.4

Le 2 rette r, s non si incontrano nel primo quadrante, ma 7 sta sotto s. Per-

ci6 ci sono solo 3 punti di equilibrio: O = (0,0),Q = (0,1), R = (1/2,0). La
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loro stabilita si pu6 stabilire mediante la matrice jacobiana J(x,y):

flz,y) =222 —3zy  g(z,y)=y—y* -y

J(a,y) = <1—4x—3y —3x )

-y 1—2—-2y

J(0,0) = (é (1)> — gli autovalori sonol, 1

J(0,1) = <_§ 01> — gli autovalori sono — 2, —1

J(1/2,0) = <Ol 13/22> — gli autovalori sono —1,1/2

Quindi, @ é un punto di equilibrio asintoticamente stabile mentre R e O sono
instabili (O é un nodo instabile, R é una sella). Le 2 rette r, s, dividono il
primo quadrante in 3 zone 1,2,3 (fig. 11.4), in ciascuna delle quali 2/(t) =
fx@),yt) e y'(t) = g(x(t),y(t)) hanno segno costante , quindi si pud
studiare il comportamento qualitativo delle orbite. Precisamente:

1. Nella zona 1 si ha 2/(t) > 0,4/(t) > 0 e quindi, z(¢), y(t) sono funzioni
crescenti di t e U'orbita di un punto qualsiasi si dirige in alto a destra.

2. Nella zona 2 si ha 2/(t) < 0,/(t) > 0 e quindi, le orbite si dirigono in
alto a sinistra.

3. Nella zona 3 si ha 2/(t) < 0,3/(¢t) < 0 e quindi, le orbite si dirigono in
basso a sinistra.

L’aspetto complessivo delle orbite é illustrato in fig.11.4. E notevole il
fatto che, in questa situazione, qualunque sia il punto di partenza Py =
(2(0),y(0)), il punto mobile P(t) tende asintoticamente verso il punto di
equilibrio stabile @ e quindi, la specie X é destinata ad estinguersi ( a meno
che, naturalmente, Py non si trovi sull’asse x, perché se é presente solo la
specie X, la specie Y non pué comparire per magia). Il bacino di attrazione
di @ é tutto il primo quadrante, escluso I’asse . [ |

Esempio 11.4

r=a(l—z—y) figura 11.5
Y =y(l -2z -3y

Le 2 rette r,s non si incontrano nel primo quadrante, ma r sta sopra s .
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Figura 11.5

Perxi6 ci sono solo 3 punti di equilibrio: O = (0,0),Q = (0,1/3), R = (1,0).
La loro stabilitd si pué stabilire mediante la matrice jacobiana J(z,y):

fla,y)=z—2*—zy  g(x,y) =y —3y*> — 2y

_(1-22—y —T
J(@,y) = < —2y 1 2x6y>

J(0,0) = <é (1)) — gli autovalori sonol, 1

J(1,0) = <_01 _i> — gli autovalori sono — 1, —1

J(0,1/3) = <_22/?3 _01) — gli autovalori sono — 1,2/3

Quindi, R é un punto di equilibrio asintoticamente stabile, mentre Q) e O
sono instabili (O é un nodo instabile, @) é una sella).

Le 2 rette r,s dividono il primo quadrante in 3 zone 1,2,3 ( fig. 11.5),
in ciascuna delle quali 2/(t) = f(z(t),y(t)) e y'(t) = g(x(t),y(t)) hanno
segno costante , quindi si pué studiare il segno qualitativo delle orbite.
Precisamente:

1. Nella zona 1 si ha 2/(t) > 0, 3/(t) > 0 e quindi, z(t), y(¢) sono funzioni
crescenti di ¢ e ’orbita di un punto qualsiasi si dirige in alto a destra.

2. Nella zona 2 si ha 2/(t) > 0, y/(t) < 0 e quindi, le orbite si dirigono in
basso a destra.
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3. Nella zona 3 si ha 2/(t) < 0, /(t) < 0 e quindi, le orbite si dirigono in
basso a sinistra.

L’aspetto complessivo delle orbite é illustrato in fig.11.5. E notevole il
fatto che, in questa situazione, qualunque sia il punto di partenza Py =
((0),9(0)), il punto mobile P(t) tende asintoticamente verso il punto di
equilibrio stabile R e quindi, la specie Y é destinata ad estinguersi ( a meno
che naturalmente, Py non si trovi sull’asse y perché se é presente solo la
specie Y, la specie X non pué comparire per magia). Il bacino di attrazione
di R é tutto il primo quadrante, escluso 'asse y. [ ]
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12 Diffusione di epidemie

Consideriamo il problema della diffusione di una malattia infettiva in una
popolazione chiusa, cioé nella quale non possono entrare individui, né pos-
sono uscirne (la cosa non é molto realistica, ma si tratta di un’ipotesi sempli-
ficativa per analizzare il problema). Supponiamo che la malattia conferisca
immunita e quindi una persona non possa ammalarsi 2 volte (perché guarsce
e diventa immune, oppure nella peggiore delle ipotesi muore). Supponiamo
anche che la malattia abbia un tempo di incubazione trascurabile.

Sia N il numero totale di individui della popolazione. Ad ogni istante ¢ di
tempo indichiamo con

- x(t) il numero di individui sani che non hanno ancora avuto la malattia
e quindi possono essere contagiati

- y(t) il numero di individui malati (e quindi contagiosi)

- z(t) il numero di individui che hanno gid avuto la malattia e quindi
non possono piu ammalarsi

E chiaro che si ha 2(t)+y(t)+2(t) = N per ogni valore di . Supponiamo che
all’istante iniziale ¢ = 0 si abbia un certo numero yq (di solito molto piccolo)
di malati e quindi sia g = N—y0, y(0) = yo, 2(0) = 0. Vogliamo vedere come
variano nel tempo xz(t),y(t), z(t) cioé come si diffonde I’epidemia. Poiché
z(t) = N —xz(t) —y(t), consideriamo come funzioni incognite solo z(t) e y(t).
Un sistema di 2 equazioni differenziali per x(t),y(t) é il seguente:

{$/(t) = —Az(t)y(t) (1)
y'(t) = Ax(t)y(t) — By(t)

Dove A, B sono 2 costanti positive dette rispettivamente tasso di infezione e
tasso di rimozione (cioé tasso di cessazione della malattia, senza distinguere
tra guarigione e morte).

Per dedurre il sistema (1) consideriamo un intervallo di tempo I = (¢, ¢+ At)
molto piccolo ed indichiamo con n, n’ il numero di individui che si ammalano
e il numero di individui che guariscono (o muoiono) durante l'intervallo I.
Si ha allora

z(t+At) =z(t) —n y(t+ At) =yt) +n—n'

ma n chiaramente é proporzionale sia al numero di individui sani z(t), che al
numero di malati y(t), che al tempo At, cioé n = Ax(t)y(t)At, dove il tasso
di infezione A ha il significato di “probabilita che un individuo sano incon-
tri un individuo malato e ne sia contagiato, nell’unita di tempo”. Inoltre
é chiaro che n' = By(t)At, dove il tasso di rimozione B ha il significa-
to di“probabilitd che un individuo malato esca dalla malattia (guarisca o

131



muoia) nell’unitd di tempo”. Si ha allora:

z(t + At) = x(t) — Az(t)y(H) At y(t + At) = y(t) + Ax(t)y(t) At — By(t)At

x(t + At) — x(t)
At

y(t + At) —y(t)
At

= —Ax(t)y(t) = —Ax(t)y(t) — By(t)
e passando al limite per At — 0 si ottiene il sistema (1) che riscriviamo
brevemente nella forma

' = f(x,y) = —Azy z(0) =20 = N — 40, y(0) = yo 2)
y =g(x,y)=Aey—By A, B>0

Si tratta di un sistema differenziale autonomo, le cui soluzioni (z(t), y(t)) si
possono rappresentare nel piano cartesiano x, y, studiando ’orbita del punto
iniziale Py = (20, o), cioé la traiettoria del punto mobile P(t) = (x(t),y(t))
a partire da FPy. Si possono anche cercare i punti di equilibrio, ma il loro
studio in questo caso particolare non dice molto. Infattii punti di equilibrio
si trovano uguagliando a zero f(z,y) e g(x,y):

Axzy=0 Axy— By=0 da cui y=0

Se y = 0, qualunque valore di x soddisfa queste 2 equazioni, quindi i punti
di equilibrio sono tutti e soli i punti dell’asse x. Ma questo era gia ovvio a
priori, perché se yo = 0 non ci sono malati e quindi non ci pud essere nessuna
epidemia, mentre se yo > 0 qualche individuo sard contagiato, quindi x(t)
diminuird al crescere di t e Py non pud essere un punto di equilibrio.

Piu interessante é lo studio qualitativo delle orbite, che si pué fare studiando
il segno di 2/(t),y('t). Si vede subito che 2/(t) = Axy é positiva in tutto il
primo quadrante ( e vale 0 sugli assi) mentre ¢/(t) = Avy — By = y(Axz — B)
é positiva se z > %, é negativa se x < % e vale o se x = % Quindi la retta
verticale r di equazione x = % divide il primo quadrante in due zone 1 e
2 (figura 12.1). Nella zona 1 si ha 2/(t) < 0, ¥/(t) < 0 e quindi le orbite
si dirigono in basso a sinistra. Nella zona 2 si ha 2/(t) < 0, ¥'(t) > 0 e
quindi le orbite si dirigono in alto a sinistra. Nei punti della retta r si ha
2'(t) < 0, y'(t) = 0 e quindi le orbite hanno tangente orizzontale e si dirigono
verso sinistra.

I punti dell’asse x sono tutti punti di equilibrio, mentre se il punto iniziale Py
sta sull’asse y, ci6 significa che per ¢ = 0 sono tutti malati e quindi z(¢) = 0
per ogni t, quindi il sistema differenziale si riduce all’unica equazione dif-
ferenziale y'(t) = —By(t), che é I’ equazione del decadimento esponenziale,
la cui soluzione é y(t) = yoe B 1l numero di malati y(¢) decresce espo-
nenzialmente e tende a zero per t — +4o00. Il periodo di dimezzamneto di
questo decadimento si trova imponendo che y(t) = yo/2 e vale 7 = log2/B.
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Il significato di 7 é quello di “durata media della malattia”, nel senso che
all’istante ¢ = 7, metd dei malati iniziali sono guariti (o morti).

R

0 _EB
5%

Figura 12.1

Se il punto iniziale Py si trova nella zona 1, la sua orbita si dirige in basso
a sinistra e raggiunge la frontiera della zona 1, peré non pud intersecare 1’asse
y se non nell’origine (perché 'asse y é un’orbita e due orbite diverse non
possono intersecarsi). Quindi lorbita deve dirigersi asintoticamente verso
un punto dell’asse z (vedi figura 12.1).
se Py sta nella zona 2, la sua orbita si dirige in alto a sinistra, ma y(¢) non
puo crescere illimitatamente (perché y(¢t) < N) mentre x(t) deve decrescere
fino a raggiungere il valore % (perché nella zona 2 non ci sono punti di
equilibrio). Quindi l'orbita taglia orizzontalmente la retta r, entra nella
zona 1 e poi si dirige asintoticamente verso un punto dell’asse x ( figura
11.1)
Osserviamo che tutte le orbite (escluso l’asse y) si possono esprimere anche
come il grafico di una funzione y = y(z), perché lungo un’orbita x(t) decresce
sempre e quindi non ci sono 2 punti diversi dell’orbita aventi la stessa ascissa.
La funzione y(x) si pué anche trovare esplicitamente, dividendo la seconda
equazione del sistema (2) per la prima:

dy () () _(Aey-By) B
dr (%) y'(t) (—Azy) Az

questa é un’equazione differenziale molto semplice per la funzione y(z), che
si risolve semplicemente integrando ambo i membri:

o) = (e +o =24 oo (3)
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La costante C' si determina ponendo t = 0,y = yo,x = ¢:

B
Bl

C =1y da cui

B T
y(t) = yo + Zlog(x_o) +x9—x

Dalla (2)si deduce che tutte le orbite si ottengono dalla curva y =
Blng(x — z traslandola verticalmente verso I'alto o verso il basso. E facile
studiare la funzione y(x) e si trova che per  — 0 oppure per z — 400, y(x)
tende a —oo; inoltre y/(z) = % —1>0sex< %, y'(r) < 0sex > %,
y'(z) = 0se z = £, Quindi y(x) é crescente se z < £, é decrescente se
T > %, ha un massimo se x = % Ne deriva che le orbite sono del tipo di

figura 12.2.

E B

INT/EIANNNS

Figura 12.2

Se noi consideriamo un punto iniziale Py = (x9,yp) con yg molto picco-
lo, vediamo che il comportamento dell’epidemia é molto diverso a seconda
che x¢ superi o no il valore %, che indichiamo con S e chiamiamo wvalore
soglia.

Se z¢p < S,y(t) decresce e 'epidemia si esaurisce in breve tempo. Se in-
vece g > S,y(t) inizialmente cresce, raggiunge un valore massimo y; =
Yo+ S log(%) + 29 — S quando z(t) = S e poi decresce. Per t — +o0, y(t)
tende a zero e x(t) tende ad un certo valore xs, che rappresenta il numero
di individui che riescono a sfuggire al contagio e non si ammalano mai. Il
numero totale di individui che vengono contagiati é x¢g — x2, mentre y; rap-

presenta il numero massimo di individui malati nello stesso istante.
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Si pué dire che I’epidemia esplode solo se xg > S, non esplode se xy < S.
Cioé effetto dei pochi malati iniziali é molto pid grave in una popolazione
grande che in una popolazione piccola.

Se xg supera di poco .S, y1 € di poco superiore a yg e x2 € di poco inferiore a
S, ma se xg supera di molto S, allora y; é molto grande e x5 é molto piccolo,
vicino a zero. Per6 xo non é mai zero, il che significa che anche nel peggiore
dei casi, qualcuno riesce sempre a sfuggire al contagio.

L’effettivo andamento temporale dell’epidemia (dato dalle funzioni x(t), y(t),
non si pu6 determinare esplicitamente (mediante formule), ma solo approssi-
mativamente con metodi numerici, mediante il computer.

Osserviamo che I'equazione della generica orbita, cioé la (2), si pué scrivere
semplicemente cosi:

y=Slog(x) —z+C

e quindi non dipende separatamente dai 2 parametri A, B, ma solo dal valore
soglia S = %.
Dividendo ambo i membri per S si trova:

T T

S)S

w|Q

C
= =log(x) — Zrz= log( +log(S) +

s S

Usando al posto delle 2 variabili z(t), y(¢) le 2 nuove variabili u(t) = %t), v(t) =
%t) (il che equivale ad esprimere le numerosita delle popolazioni usando come

unitd di misura il valore soglia S), ’equazione della generica orbita diventa:

C
v=1log(u) —u+Cy (doveCy = log(S) + g)
il che significa che, riportando u(t) in ascisse e v(t) , le orbite non dipendono
da nessun parametro (tranne che, ovviamente, dal punto iniziale Py) e quindi
il loro andamento é esattamente uguale per tutte le epidemie.
Il sistema differenziale (1), dividendo ambo i membri per S = %, si pud

riscrivere cosi:

T _ ATy e Ty Ty Y
y  Axzy By r.y. By
L = _pBEyL)y- ==
S S S (S)(S) S
cioé
v = —Buv
v = Buv — Bv
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Ci6 significa che usando le variabili u(t), v(t), il vettore velocitd (u/ (t),v' (t))

del punto mobile (u(t),v(t)) lungo l'orbita é proporzionale a B. Rad-
doppiando B, raddoppiano (u'(t),v'(t) e quindi la velocita di diffusione
dell’epidemia, quindi si dimezza la durata T dell’epidemia, cioé il tem-
po che il punto mobile impiega a percorrere 'orbita, da un punto iniziale
Py = (ug,v0) ad un punto finale P, = (ug,v2) scelti in modo opportuno.
D’altronde si dimezza anche la durata media 7 = % della malattia, quin-
di il rapporto T'/7 (durata dell’epidemia /durata della malattia) rimane
invariato. Ne segue che T'/7 non dipende da A, né da B, ma é lo stesso per
tutte le epidemie (dipende perd, naturalmente, da Py e P»).

Per definire la “durata media” dell’epidemia” T prenderd arbitrariamente
vg molto piccolo (per esempio vg = .01) e P» = punto dell’orbita in cui
v(t) = 4. In tal modo T'/7 dipende solo dall’ascissa ug del punto iniziale
P.

La tabella 12.1 riporta nella prima colonna i valori di ug (cioé della popo-
lazione inizialmente a rischio di contagio, posto uguale a 1 il valore soglia
S). Facciamo variare up da 0.1 a 5.0 con passo 0.1. Nella seconda colon-
na riportiamo i valori dell’ordinata u; del punto piu alto dell’orbita (u; =
numero massimo di malati nello stesso istante). Nella terza colonna ri-
portiamo i valori di 1 — Z—ﬁ (= percentuale di individui contagiati alla fine
dell’epidemia). Nella quarta colonna riportiamo i valori di T'/7 (rapporto
tra durata dell’epidemia e durata della malattia).

La figura 12.3 illustra la variazione del tempo di v(t) = rapporto tra nu-
mero di malati e valore soglia S, riportando sull’asse delle ascisse T/, cioé
il tempo misurato prendendo come unitd 7 (durata media della malattia).
Sono disegnate 8 curve (una per ciascuno dei seguenti 8 valori di ug = -
0.1-05-1-1,5-2-3-4-5. Queste curve danno un’idea della rapiditd di
diffusione dell’epidemia nel tempo.

Se up < 1, Pepidemia si esaurisce rapidamente. Se ug = 1 (valore soglia),
I’epidemia non coinvolge molte persone, ma si diffonde lentamente e dura
molto a lungo (7'/7 = 18.324). Se up = 1.5, 'epidemia dura ancora pid a
lungo (T'/7 = 26.082) e nella fase iniziale si diffonde in modo esplosivo. Se
ug cresce ancora (assumendo i valori 2,3, 4,5 e oltre) ’epidemia all’inizio si
diffonde in modo sempre pid rapido, contagiando un numero sempre mag-
giore di persone, ma la sua durata totale tende a diminuire. Queste curve
sono state confrontate in vari casi con dati epidemiologici reali, ottenendo
un discreto accordo, nonstante le ipotesi del modello semplifichino molto la
realta.

La figura 12.4 (dedotta direttamente dalla tabella 1) illustra il grafico di
1 — 32 (percentuale di individui contagiati alla fine dell'epidemia) in fun-
zione di ug (popolazione a rischio iniziale). Se ug = 0.1, solo I'1.1% delle
persone a rischio si ammala; se ug = 1, si ammala il 13.4%; se ug = 5, si
ammala il 99,3%. Quando ug cresce da 0.5 a 2, la percentuale di persone
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contagiate si impenna rapidamente dall’1.9% all’ 80%, mentre se ug < 0.5 é
molto piccola e se ug > 2 é molto vicina al 100%.

La figura 12.5 (anch’essa dedotta direttamente dalla tabella 1) illustra il
grafici di T'/7 (rapporto tra la durata dell’epidemia e la durata della malat-
tia) in funzione di ug. Se ug < 0.5 la durata T" dell’epidemia é molto breve
(< 27), poi si impenna se ug cresce da 0.5 a 1.2, raggiungendo un massimo
di circa 327. Se wg cresce ancora, 1" comincia a diminuire, dapprima rapi-
damente poi piu lentamente. Se ug = 5, T vale circa 12.77.

v(t}=%m3‘

=

Figura 12.3
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0.1 000 o011 1.111 26 0434 0906 16343
0.2 0010 omaz 1249 27 0717 0917 15982
0.3 0010 ooid 1427 28 0780 0926 15854
0.4 0010 oma 1 aal 29 0345 0234 15383
0.5 0010 0019 1889 30 0911 0241 15097
e 0010 0024 2474 31 0979 00248 14858
0.7 0010 0031 32a8i 32 1047 0233 14.837
0.8 0010 o044 4749 33 1.11a 0938 14434
0.2 000 o072 EB2ATE 34 1186 0983 143253
1.0 0010 0134 18324 353 1257 0988 14085
1.1 0015 0238  30.208 36 1.329 0970 13932
1.2 0028 0347 30227 37 1402 0973 13791
1.3 0048 0444 30437 38 1475 0978 138481
1.4 0074 0526 2E.14% 39 15349 0978 13541
1.5 0,105 0594 26082 40 1424 0980 13430
l.a 0140 0aAS0 24338 41 1499 0982 13328
1.7 0179 0aAR8 22 ETS 42 1.775 0984 13234
1.8 0222 0737 21848 43 1851 0288 13.148
1.9 0268 0771 20611 44 1928 0287 13.0a85
20 0317 0800 19723 45 2008 0288 12991
2.1 0388 0DEZY 182539 46 2084 0990 12922
22 0422 0E4a 18 294 47 2182 0931 12 857
23 0477 02ad4 17714 48 2241 0932 12798
2.4 05335 0EEQ 17202 49 2321 0992 12743
2.5 0594 0E94  1a.T4E 20 2401 0993 12891
Tahella 1
Tabella 12.1 Figura 12.5
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13 Equazioni alle differenze e transizione al caos

In una generica equazione differenziale del primo ordine in forma normale
nella funzione incognita x(t):

2'(t) = F (£, 2(t)) (1)

sia la variabile indipendente ¢ che la variabile dipendente x sono variabili
continue che variano in Ry in un opportuno intervallo contenuto in R.

In alcuni casi perd, quando si cerca di fare un modello matematico di un
fenomeno naturale, pud essere opportuno discretizzare la variabile dipen-
dente = ( vedi paragrafo seguente: processi stocastici) oppure la variabile
indipendente ¢ (in tal caso si ottiene un’equazione alle differenze, che definird
tra poco). Le equazioni alle differenze sono importanti anche perché nella
maggior parte dei casi le equazioni differenziali non si sanno risolvere analiti-
camente (con una formula), ma solo con metodi numerici approssimati ( col
computer), i quali in realtd risolvono un’opportuna equazione alle differenze
associata all’equazione differenziale data.

Un esempio tipico di fenomeno in cui conviene considerare discretizzata la
variabile indipendente (il tempo t) potrebbe essere la crescita di popolazioni
con generazioni che non si sovrappongono, come ad esempio certi insetti che
depongono uova che si schiuderanno ’anno dopo, o certe piante che fanno
semi che germoglieranno ’anno dopo, o anche certi vertebrati la cui ripro-
duzione presenta un andamento stagionale.

In questo esempio conviene discretizzare il tempo in anni, facendogli as-
sumere solo i valori interi 0,1,2,3,...,n,... (anni) e indicando con z, la
numerosita della popolazione al tempo n.

Supponendo che il tasso di crescita da un anno al successivo sia una certa
costante a > 0, (a= numero medio di discendenti generati da un individ-
uo ogni anno) si ha allora il modello semplicissimo di crescita esponenziale
discreta:

Tpt1 = Tp +axy, = (1 +a)z, (2)

Se invece supponiamo che ci sia un valore di saturazione M, corrispondente
all’esaurimento delle risorse, e che il tasso di crescita sia proporzionale alla

percentuale di risorse non utilizzate ( — xﬁ), si ha il seguente modello di
crescita logistica discreta:
T, ar?
Tp4l = Ty + ATy (1— M) = Tp + ATy — YA
e ponendo 77 = b:
Tptl = Tn + ATy — bxi (3)
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La (2) e la (3) sono esempi particolari di equazioni alle differenze nella
funzione incognita x, della variabile discreta n. La pia generica equazione
alle differenze del primo ordine in forma normale é un’equazione del tipo :

o1 = Gln,ay) (4)

Il nome equazione alle differenze deriva dal fatto che esse esprime la dif-
ferenza x,,41 — xp ( incremento della funzione x,, tra 2 valori successivi della
variabile indipendente) mediante una funzione H(n,x,) = G(n,z,) —
delle 2 variabili n, x.

Se G non dipende esplicitamente da n, ma solo da x,, I’equazione alle dif-
ferenze si dice autonoma. Le equazioni della crescita esponenziale discreta e
della crescita logistica discreta sono esempi di equazioni alle differenze au-
tonome.

E ovvio che la generica equazione alle differenze (4) si puo risolvere in mo-
do banale, e ammette una e una sola soluzione una volta fissato il valore
iniziale zg che x, assume per n = 0. Infatti, noto xg, si possono calcolare
successivamente 1 = G(0,x9),x2 = G(1,21),... 2y = G(k—1,x,_1) ... per
ogni valore intero di k.

Si pud anche generalizzare la definizione di equazione alle differenze e con-
siderare una generica equazione alle differenze di ordine p in forma normale,
che é del tipo :

Tp =GN, Tp_1,Tpn—2...Tn—p)

In questa equazione il valore di x nel punto n dipende da n e dai valori di x
nei p punti immediatamente precedenti.

E ovvio che esiste ed é unica la soluzione di quest’equazione se noi fissiamo
p condizioni iniziali (i valori xg, 1 ... xp—1).

In alcuni casi la soluzione di un’equazione alle differenze si sa anche es-
primere in forma esplicita, con una formula che dé direttamente x, in fun-
zione di n. E il caso ad esempio della crescita esponenziale discreta, espressa
dall’equazione:

Tpi1 = (a+ 1)zy (5)
Essa si risolve considerando le n uguaglianze :

T = (CL + 1)1‘0

x2 = (a+ 1)z

Tpo1 = (a+1)zp_2
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Tp = (a+ 1)xp_1

moltiplicandole membro a membro e semplificando x1,%2,... ,T,_1 Si ot-
tiene la soluzione:

T = (a+1)"xg

al crescere di n, =, cresce esponenzialmente e tende a +oo per n — +oo.
Il comportamento della soluzione é molto simile al caso dell’equazione dif-
ferenziale della crescita esponenziale (2/(t) = ax(t), z(0) = x¢) che ha come
soluzione z(t) = xpe.
Diverso ¢ il caso della crescita logistica discreta, espressa dall’equazione:
Tptl = Tp + ATy — b:c%
essa non si pud risolvere in forma esplicita e la soluzione da luogo a dei
fenomeni strani, del tutto diversi da quel che succede nel caso della crescita
logistica continua, espressa dall’equazione differenziale 2'(t) = ax(t)—bx?(t).
Per semplicitd, consideriamo il caso particolare a = b. Cié equivale a porre
il livello di saturazione M = 1 (il che non é restrittivo perché equivale a
cambiare 'unitd di misura sull’asse x) e allora 1’equazione della logistica
discreta diventa:

Tnt1 = (a+ D)z, — az], (6)

Fissato un valore iniziale xg € (0,1), cioé positivo e minore del valore di
saturazione, la (5) pud essere risolta iterativamente, ma la soluzione presenta
andamenti molto diversi al variare del parametro a > 0, che rappresenta il
tasso di crescita quando z, é molto minore di 1, cioé quando siamo lontani
dalla saturazione. Si possono avere vari casi:

e CASO 1: a € [0,1], crescita monoténa. In questo caso la soluzione
Ty, é sempre crescente e per n — oo tende al valore di saturazione 1.
Si ha cioé un comportamento molto simile a quello della soluzione
dell’equazione differenziale z'(t) = ax(t) (1 — x(t)) della logistica con-
tinua. Questo risultato si pué dimostrare abbastanza facilmente e pué
anche essere illustrato graficamente (fig.13.1).

Consideriamo la funzione

y = () = (a+ 1)z — ax?

il cui grafico é una parabola 7 passante per i 2 punti (0,0) e (1,1),
avente concavitd verso il basso, asse parallelo all’asse y e vertice nel
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5 1 a+1
2a

Figura 13.1

(a_+1 (a+1)2

oy ) L’equazione alle differenze (5) si pué allora,

punto V =

scrivere cosi

Tnt+l1l = Sp(xn)

Se noi consideriamo il punto Py di coordinate (xg,z¢), tracciamo da
Py la parallela all’asse y e dal punto in cui essa incontra la parabola
~ tracciamo la parallela all’asse x e chiamiamo P; il punto in cui
essa incontra la retta y = x (fig.13.1), é chiaro che P; ha coordinate
(x1,21) = (¢(x0),(x0)). In modo analogo si puéd costruire Py =
(z2,x2) a partire da Pj, e in generale, P11 = (Tp41,Tnt+1) a partire
da P, = (xn, xy).

Poiché nell’intervallo [0, 1] la parabola 7 e la retta y = x sono entrambe
crescenti e la parabola sta sempre sopra la retta, é chiaro dalla fig.13.1
(e si pud dimostrare facilmente) che la successione {zn }é strettamente
crescente (cioé , < Tp4+1Yn € N e che lim,_, oz, = 1.

CASO 2: a € [1,2], oscillazioni smorzate. In questo caso la soluzione
x, tende ancora al valore di saturazione 1 per n — 0o, ma compie delle
oscillazioni smorzate intorno a 1. Per n abbastanza grande i valori di
Zp sono alternativamente maggiori e minori di 1.
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Un comportamento del genere non era possibile nel caso della logistica
continua. Esso é illustrato graficamente dalla figura 13.2.

P3
1
5 |
| | =)
o
o
| .
0 £, £ iy - z
Figura 13.2
In questo caso, la parabola di equazione y = ¢(x) = (a + 1)z —

ax? ha il vertice nel punto di ascissa “;;1 < 1 ed é decrescente nel

punto (1,1), con pendenza minore di 45°( infatti, ¢'(1) = 1 —a €
[—1,0]). Allora, si pué dimostrare facilmente che la successione di pun-
ti Py, P1, Po, P3, ..., Pp,... costruita nello stesso modo del caso prece-
dente converge al punto (1,1) e la successione zg,z1,22,... ,Zn,...
delle ascisse di questi punti converge a 1 oscillando ( in fig. 13.2
xTn < 1sen épari > 2, z, >1sen édispari > 3).

CASO 3:  a € [2,2.57]: soluzione quasi periodica. Quando il tas-
so di crescita a supera il valore 2, la situazione si complica rapida-
mente. Se a varia nell'intervallo [2,2.57] abbiamo una successione di
valori critici ay, a2, as, ... ,an,... che si addensano verso il valore lim-
ite @ = limy, 00 an, =~ 2.57:
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(i primi valori sono a; = 2.449, ag = 2.544, a3 = 2.564) e si ha che:

— Se a € [2,a1] la soluzione é quasi periodica di periodo 2, cioé i
termini pari (ze,) tendono ad un valore Iy ed i termini dispari
(z2n41) tendono ad un valore diverso Iy, percié per n grande,
la successione {x,} diventa indistinguibile da una successione
periodica di periodo 2, che alterna i 2 valori [y, [o.

— Se a € [a1,az] la soluzione é quasi periodica di periodo 4 cioé per
n grande diventa indistinguibile da una successione periodica di
periodo 4.

— Se a € [ag,as] la soluzione é quasi periodica di periodo 8 e in

generale se a € [an, ap+1] la soluzione é quasi periodica di periodo
2ntl,

Per alcuni valori particolari del tasso di crescita a e del valore iniziale
xo pud darsi che la soluzione sia esattamente periodica, come mostra
la fig. 13.3 nel caso del periodo 2.

Nella figura la parabola di equazione y = ¢(z) = (a + 1)z — ax? é
decrescente con pendenza maggiore di 45 45° nel punto (1,1) ed il
quadrato AP,BP; ha 2 vertici sulla parabola e gli altri 2 sulla retta

y = x. Percié la successione x1,x2,23,%4... ,%p,... costruita come
nei casi precedenti ripete indefinitamente i 2 valori x5, x3 (cioé si ha
Ty =24 =2T6...= Ty € T3 = T5 = T7...= Topt]1 PEr ogni n > 1).

e CASO 4: a > 2.57, comportamento caotico. Se a > a = 2.57 il com-

portamento della soluzione {x,} diventa praticamente imprevedibile:
essa presenta delle oscillazioni molto irregolari di ampiezza variabile,
che sembrano quasi una sequenza di numeri casuali.
Si tratta in realta di numeri pseudo - casuali perché sono generati con
la formula deterministica x,+1 = ¢(x,). Inoltre, piccole variazioni del
tasso di crescita a o del valore iniziale x¢ possono provocare, per n
abbastanza grande, grandi variazioni di z,. Questo comportamento é
noto come comportamento caotico e si dice che il valore a >~ 2.57 segna
la transizione al caos

Le figure 13.4 A,B,C,D,E,F (in cui é sempre xy = 0.1) mostrano un esempio
di crescita monoténa (a = 0.9, fig. A), un esempio di oscillazione smorzata
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Figura 13.3

(a =198, fig. B), un esempio di periodo 2 ( a = 2.3, fig. C), un esempio
di periodo 4 (a = 2.5, fig. D) e due esempi di caos ( a = 2.8, fig. E-a =3,
fig. F).

a=0900 ; % =0,100 a=1980; %q=0,1000
1 1 QWWWWWW
L
0 100
Figura 13.4 - A Figura 134 - B
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Figura 134 - C

a=2500 Xg= 0,1000

¥

100
Figura 13.4 - D

& =320, zp=0,100 & 43,000 :%,=0,100

v

Figura 134 - E Figura 13.4 - F

Notiamo come al crescere di a tende ad aumentare ’ampiezza delle os-
cillazioni. Nel caso a = 3,29 = 0.1, le oscillazioni arrivano quasi a “toc-
care”l’asse delle ascisse. Se questo succede, cioé se esiste un numero naturale
n per cui xp < 0, allora é chiaro che x, < 0 per ogni n > n. Cid significa
che la popolazione si estingue dopo un numero finito 7 di generazioni.
Aumentando a questo succede sempre, peré in modo del tutto imprevedi-
bile, che cambia completamente per piccole variazioni del valore iniziale xy.
Ad esempio, per xg = 0.1, tabulando al calcolatore i primi 100 valori di x,,
e facendo variare a da 3 a 4 con passo 0.01, si vede che per tutti i valori di
a da 3.01 a 3.54 la popolazione si estingue in un numero finito 7 < 100 di
generazioni, per6é n varia in modo del tutto irregolare al crescere di a. Per
a > 3.55 invece si ha sempre n = 2, cioé la popolazione si estingue gid alla
seconda generazione.

Questo accade in generale: fissato xg, se il tasso di crescita (a) é abbas-
tanza grande si ha z; > 1+ 1 e allora, 22 = (21) = z1(a + 1 — az1) <
(a+1—a—1)=0e quindi z, <0 per ogni n > 2.
Quindi, nel caso della logistica discreta, all’aumentare del tasso di crescita
a si verificano successivamente 6 situazioni diverse:

1. crescita monotdna;
2. oscillazioni smorzate;
3. periodicitd di periodo 2,4,8,16,...,2",...;

4. caos;
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5. estinzione in un tempo finito;

6. estinzione alla seconda generazione.

Niente di tutto cié evidentemente, pud succedere per la logistica continua.

13.1 RAPPORTI TRA EQUAZIONI DIFFERENZIALI ED
EQUAZIONI ALLE DIFFERENZE

Uno dei metodi pit semplici di soluzione numerica approssimata di una
generica equazione differenziale del primo ordine in forma normale nella
funzione incognita x(t):

a'(t) = F (t,2(t)) (1)

con la condizione iniziale 2:(0) = x¢ é il metodo di Fulero. Supponiamo per
semplicitd di voler risolvere la in un certo intervallo [0, T] e discretizziamo il
tempo ¢, suddividendo I'intervallo [0, 7] in n intervallini uguali di ampiezza
h = I. supponiamo che n sia abbastanza grande (h abbastanza piccolo)
in modo che nell’i-esimo intervallino (ih, (1 +7)h) la derivata 2/(t) si possa
considerare praticamente costante e uguale al rapporto incrementale , cioé:

2ty ~ 2O ”Z) —2@h) vy e (in, (i + 1)h)

allora il grafico della soluzione z(t) della nell’intervallino considerato si pud
approssimare con la sua retta tangente nel punto iniziale. Prendendo ¢t = ih,
dall’uguaglianza precedente si ricava:
.+ 1)h) — x(ih

z((i+ )h) @) (k) = F (ih, a(in)
A questo punto consideriamo solo i valori di ¢ nei puntiih (i =0, 1,2,3,... ,n)
e indichiamo x(ih) con x;. Sostituendo nell’'uguaglianza precedente il segno
~ ( cica uguale) col segno = (uguale) si ottiene:

Ziy1 — x; = hF(ih, x;) (2)

Questa é un’equazione alle differenze associata all’equazione differenziale (1)
mediante il processo di discretizzazione di ¢ con passo h ( ad essere precisi
non si tratta di una sola equazione alle differenze, bensi di una famiglia di
equazioni alle differenze diverse, una per ogni valore di h).

Se noi risolviamo 'equazione alle differenze (2) e poi uniamo con una spez-
zata i successivi punti (ih, x;), é intuitivo che otterremo una soluzione ap-
prossimata dell’equazione differenziale e che ’approssimazione sard tanto
migliore quanto pid é piccolo il passo h.

In opportune ipotesi (verificate nei casi pii comuni) si pué dimostrare che
per h — 0 la soluzione approssimata dell’equazione differenziale converge
alla soluzione esatta x(t) in ogni intervallo limitato [a, b]. In questo consiste
il metodo di Eulero.
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Esempio 13.1 CRESCITA ESPONENZIALE.

L’equazione differenziale della crescita esponenziale é 2/ (t) = az(t). Se noi la
risolviamo col metodo di Eulero con passo h, ad essa corrisponde la seguente
equazione alle differenze:

Ti+1 — T = haa:i Ti+1 = (ha + l)xi

che coincide con 'equazione alle differenze della crescita esponenziale disc-
reta con tasso di crescita ha (equazione 5.
Dato il valore iniziale xg, la sua soluzione é:

T; = (hCL + 1)i$0

Supponiamo ad esempio, di voler risovere 'equazione differenziale z/(t) =
az(t) con x(0) = xg nell’intervallo [0, T'], col metodo di Eulero , suddividendo
'intervallo [0, 7] in n intervallini uguali di ampiezza h = % Nel punto T il
metodo di Eulero ci da:

T n
z(T) = xp = (ha + 1)"zo = <1 + 7(1)

Invece la soluzione esatta dell’equazione differenziale é z(t) = xpe® ed é
facile vedere che nel punto 1" per n — oo la soluzione approssimata tende
alla soluzione esatta. Infatti:

. : Ta " Ta
lim z, = lim a2 ( 1+ — ) xpe
n—oo n—oo n

Analogamente si pud far vedere che la soluzione approssimata tende alla
soluzione esatta in ogni punto dell’intervallo [0, 7). ]

Esempio 13.2 CRESCITA LOGISTICA.

L’equazione differenziale della crescita logistica é /(t) = ax(t) — bx?(t).Se
noi la risolviamo col metodo di Eulero con passo h, ad essa corrisponde la
seguente equazione alle differenze:

Tiy1 — x; = haz; — hb:EZ2

Nel caso particolare a = b ( che equivale a porre uguale a 1 il livello di
saturazione M = 7 e non é restrittivo, perché equivale a cambiare I'unit4 di
misura sull’asse ) quest’equazione diventa:

ziv1 = (ha + 1)z; — hax?
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e coincide con l'’equazione alle differenze della crescita logistica discreta con
tasso di crescita ha ( vedi equazione 6).

Risolvendo quest’equazione col calcolatore, il che equivale a risolvere I’equazione
differenziale della crescita logistica col metodo di Eulero, si ha si ha una
soluzione approssimata dell’equazione differenziale. Fissato un intervallo
[0,7] e una condizione iniziale 2(0) = 2 e posto h = L, si pué dimostrare
che per n — oo (h — 0), la soluzione approssimata tende alla soluzione
esatta dell’equazione differenziale in ogni punto dell’intervallo [0, T].

Peré nel caso della crescita logistica bisogna stare molto attenti alla scelta
del passo h. Se h é troppo grande, la soluzione approssimata pud presentare
delle oscillazioni smorzate ( questo succede se % < h< %), oppure un com-
portamento periodico (se 2 < h < 2@—57) o un comportamento caotico (se

h > 27“?7) oppure pué estinguersi (cioé diventare negativa ) dopo un numero
finito di passi. Invece, scegliendo h abbastanza piccolo, ( e precisamente
h < %) la soluzione approssimata ha un andamento crescente che tende asin-
toticamente al valore di saturazione 1, proprio come succede per la soluzione
esatta x(t). ]
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14 Processi stocastici di nascita e morte

Se noi consideriamo una popolazione di esseri viventi che ha un tasso di
natalitd ¢ ed un tasso di mortalitda b costanti nel tempo ed indichiamo con
z(t) il numero di individui della popolazione al variare del tempo e con xg =
2(0) il numero iniziale di individui (al tempo ¢t = 0), sappiamo che la crescita
della popolazione pud essere modellizzata con ’equazione differenziale

che ha soluzione z(t) = ze(® Dt crescita esponenziale se a > b , decadi-

mento esponenziale se a < b, popolazione costante se a = b.

A voler essere pignoli, perd questo modello presenta 2 difetti. Il primo é che
la variabile dipendente z(t) é una variabile discreta, non continua: x(t) é
un numero intero e non un numero reale e la funzione z(t) é una funzione
costante a tratti, che presenta delle discontinuitd a salto in tutti gli istanti
in cui si verifica una nascita o una morte . La derivata 2’(t), a voler essere
precisi non esiste in tutti questi istanti ed é uguale a zero in tutti gli altri.
Il secondo difetto é che in natura le nascite e le morti non avvengono con pre-
cisione cronometrica, avvengono probabilisticamente.. Indicando con n(t) il
numero di individui al tempo ¢ e supponendo fissato il numero iniziale di
individui ng = n(0), il numero n(t) non é affatto determinato e potrd essere
diverso di volta in volta. Piuttosto che una funzione n(t) della sola vari-
abile t converra allora descrivere il fenomeno con una funzione di 2 variabili
p(n,t) che esprime la probabilitd che al tempo ¢ il numero di individui della
popolazione sia n. Per ogni valore di ¢t abbiamo allora una variabile aleato-
ria con distribuzione di probabilitd p(n,t), cioé Pandamento del fenomeno
é descritto da una variabile aleatoria che cambia col tempo, cioé da quello
che si chiama un processo stocastico

La variabile ¢ é continua, la variabile n é discreta e per ogni valore di ¢
si ha > o2 ;p(n,t) = 1. Supponiamo per semplicitd che la popolazione sia
composta da organismi unicellulari che possono morire oppure riprodursi
dividendosi in due e facciamo inoltre le seguenti ipotesi.

1. Tutti gli individui sono biologicamente identici ed hanno la stessa
probabilita di riprodursi e la stessa probabilitd di morire, che non
dipendono né dal tempo, né dalla numerosita della popolazione.

2. La probabilita di riprodursi e la probabilita di morire non dipendono
dalla storia passata dell’organismo (ipotesi poco realistica).
In particolare non teniamo conto di fattori come ’etd ed il sesso.

3. La popolazione é chiusa , cioé non é soggetta né ad immigrazione, né
a emigrazione.
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Inoltre siano a, b i tassi di nascita e morte dal punto di vista probabilistico,
cioé poniamo :

e aAt = probabilitd che un individuo si divida in due in un intervallo di
tempo At molto piccolo.

e bAt = probabilitd che un individuo muoia in un intervallo di tempo
At molto piccolo.

La condizione che al tempo t = 0 siano presenti esattamente ng individui si
esprime cosi:

1 sen = nyg
0 sen # ng

p(n,0) = {

Consideriamo ora un intervallo di tempo molto piccolo At e cerchiamo di
esprimere p (n,t + At).Osserviamo che ci sono soltanto 3 situazioni mutua-
mente esclusive che possono condurre ad una popolazione di numerosita n
al tempo t + At:

1. Al tempo t la popolazione aveva n — 1 individui ed uno di essi si é
diviso in due nell’intervallo di tempo (¢, ¢+ At). La probabilitd che ci6
é p(n —1,t)(n — 1)aAt.

2. Al tempo t la popolazione aveva n+ 1 individui ed uno di essi é morto
nell’intervallo di tempo (¢,¢ + At). La probabilita che ci6 accada ’e
p(n+1,t)(n + 1)bAt

3. Al tempo t la popolazione aveva n individui e non si sono verificate
né nascite, né morti nell’intervallo di tempo (¢,t+ At). La probabilitd
che ci6 accada é p(n,t)(1 — naAt — nbAt).

Notiamo che se At é molto piccolo, noi possiamo ignorare la possibilitda
di eventi multipli, cioé trascurare la probabilita che nell’intervallo di tem-
po (t,t + At) ci sia pid di una nascita o morte. Sommando fra loro le 3
probabilita precedenti si ha:

p(n,t+ At) =p(n — 1,t)(n — 1)aAt + p(n+ 1,t)(n + 1)bAt + p(n,t) +
—p(n,t)n(a + b)At

Da questa formula, nota la condizione iniziale che d& p(n,0), si possono
calcolare ricorsivamente (e tabulare al computer) i valori di p(n,t) per ogni
n e per ogni t. Sotto opportune ipotesi, si pu6 dimostrare che la distribuzione
di probabilita p(n,t) per p — +oo tende ad una distribuzione normale di
media e scarto opportuni.
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Se nella formula precedente portiamo p(n,t) a primo membro e dividiamo

per At otteniamo:

P (n,t—l—AAti—p (n,t) —a(n—1)p (n—1,t)+bn+1)p (n+1,¢) +

—n(a+b) p(n,t)
e facendo il limite per At — 0

dp (n,t

%t) =an—1)p (n—1¢t)+bn+1)p(n+1,t)—n(a+bd)p (n,t)
Questa é un’equazione differenziale alle differenze che esprime la derivata
della funzione p(n,t)rispetto al tempo mediante i valori di p nei 3 punti
(n,t),(n—1,t),(n+ 1,t). Risolvere quest’equazione é difficile, mentre é piu
facile trovare la media M (t) e la varianza V' (t) della variabile aleatoria p(n, t)

in funzione di t.
Ricordiamo che la media e la varianza sono definite nel seguente modo:

M(t)=> ip (i)
=0

V(t) = i (z - M(t)>2p (i,1) = (ﬁ — 2M(t) + M2(t))p (i, 1) =

o

1=0 =0
= i%p (i,t) —2M(t) > ip (i,t) + M>(t) > p (i,t) =
=0 =0 =0

o
= % (i,t) — M*(1)
=0
Derivando M (t) rispetto al tempo ed usando la (1) otteniamo:

aM(t) _ iidp (i) _ iidp (i,t)

at 4 dt ~ Tt

(in quanto il primo termine della sommatoria precedente é zero)

= ai(i—1)p (i—1,t)+ Y _bi(i+1p (i+1,1) +
i=1 i=1

—> " i*(a+b)p(i,t)

=1

o0

Adesso nella prima sommatoria poniamo i — 1 = k e nella seconda poniamo
i+ 1 =k e otteniamo

—dﬂjt(t) 3 ak(l Dp (k) -+ 3 B~ Dp (1)~ SR+ b (k)
k=0 k=2 k=1
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osserviamo che le prime due sommatorie si possono far partire entrambe da
1, perché i primi termini sono zero. Allora riunendo le 3 sommatorie in una
si ha:

dM (t)

—— =D _p (kt)(ak? + ak + bk* — 2k” — bk — ak® — bk*) =

k=1

> (a—=b)kp (k,t) = (a — b)M(t)
k=1

Questa é I'equazione differenziale della crescita esponenziale che, unitamente
alla condizione iniziale M (0) = ng fornisce I’espressione di M (t)

M(t) = ngel@ )t

Osserviamo che M(t) si comporta esattamente come fa z(¢) nel modello
deterministico.

Con calcoli analoghi, un pé pitd complicati, si pué trovare anche I’espressione
della varianza V (t). A questo scopo poniamo

[e.9] [e.9]
=Y @ () =) % (i)
=0 i=1

(in modo che V () = W (t) — M?(t)) e calcoliamo la derivata di W (t) rispetto
al tempo:

dW (t)
__E —1)p (i —1, E L)p 1
7 - (z (i t) bz (1 + (i+1,t) +

—Zz3a+b

ponendo i — 1 = k nella prima sommatoria e ¢ + 1 = k nella seconda si ha:

W(t) — iak(k +1)%p (k,t) + ibk(k —1)%p (k,t) +
k=0 k=2
=Y K a+b)p (k1)
k=1

le prime 2 sommatorie si possono far partire entrambe da 1 e allora riunendo
le 3 sommatorie in una si ha:

dvgt(t) = S (b, £)(ak® + 20k + ak + bk® — 26k + bl — ak? — bi?) =
k=1
=Y 2a—20)k*p (k,t)+ > (a+bkp (k,t) =2(a—b)W(t)+ (a+b)M(1)
k=1 k=1
dIZt(t) = 2(a — L)W () 4 no(a + b)el@0)t
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Questa é un’equazione differenziale in W (t) che si pué risolvere portando

2(a—b)W (t) al primo membro e moltiplicando ambo i membri per e~2(=0)¢.
6—2(a—b)t dVZt(t) N 2(0, . b)W(t)e—Z(a—b)t = np (CL + b)e—(a—b)t
D(W(t)e—2<a—b>t) = no(a + b)e (@b
" 6—(a—b)t
W (t)e 2@ — _po(a +b) +C

a—2>

La costante C' si determina mediante la condizione iniziale Wy = n3, che
fornisce

9 a+b
. C
N n[)a b+
b
C:n0+n0a+

b

Si ha allora:

V(t) = W(t) — M3(t) = o2(a=b)t (n% n noa +Z _ noe—(a—b)tz_—i_b) _ n%€2(a—b)t

—-b
V(t) = no““b’ (w0 (ot )

a —

Questo vale se a # b. Nel caso pit semplice a = b (tasso di nascita = tasso
di morte)si ha M(T') = ny, dvgt( ) = noa + b, W(t) =n3 + no(a + b,

V(t) =W(t) — M?%(t) = no(a+ b)t = 2angt.

Notiamo che la varianza V' (t) dipende non soltanto dalla differenza a — b
(il tasso intrinseco di crescita), ma anche dalla loro somma. Questo non é
sorprendente, perhé se a, b sono piu grandi la popolazione subisce oscillazioni
maggiori.

Data la varianza V(t) si pué calcolare anche lo scarto quadratico medio

o(t) = /V(t) ed il coefficiente di variazione c(t) = ]('/[((tg) Risulta:

atb elabt _q 2al
C(t)_\/ng(a—b) b se a#b; ct)= . se a=b

Notiamo che per t — oo, ¢(t) — o0, se a =b,c(t) — no‘l‘(ﬁb‘ se a # b.

Se ng é molto grande, c¢(t) si mantiene molto piccolo (se a # b), il che
conferma la validitda del modello deterministico di crescita esponenziale se
ng € grande.

Cé un altro punto interessante legato al modello stocastico, che si presenta
diverso dal modello deterministico: la probabilitd pg(t) che al tempo t la
popolazione si sia estinta. Calcolare pg(t) é molto difficile, ma il risultato é
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espresso dalla seguente formula:

(a=b)t _ 1\ ™
pe(t) = (_be b) se a#£b

aela=b)t _p
at

g :b
at + 1 Se a

pe(t)

Facendo il limite di pg(t) per t — +oo si ha la probabilitd pg che la
popolazione si estingua prima o poi. Si ha:
-sea>bpg = (g)"o. L’estinzione si pud verificare anche se il valore
medio M (t) cresce esponenzialmente. Perd lestinzione é tanto meno

probabile quanto pit é grande il rapporto § e quanto pit grande é ng.

- se a < b,pg = 1. L’estinzione prima o poi, é certa
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15 Diffusione del calore

Una delle pit interessanti equazioni differenziali alle derivate parziali é I’ equazione
del calore.

Consideriamo una funzione di 2 variabili u(x,t) dove x rappresenta una
dimensione spaziale ( lascissa lungo una retta) e ¢ rappresenta il tempo.
L’equazione del calore é:

Su §%u
5~ Psz (1)

dove D é una costante positiva, detta coefficiente di diffusione.
La funzione u(z,t) pud essere interpretata in 2 modi principali:

1. Come temperatura nel punto di ascissa x all’istante t.

2. Come densité di una certa sostanza A nel punto di ascissa x all’istante
t.

Nel primo caso l'equazione differenziale (1) rappresenta il processo di dif-
fusione del calore per conduzione lungo un’ideale sbarretta rettilinea (i cui
punti vengono individuati da una sola coordinata x).

Nel secondo caso rappresenta il processo di diffusione della sostanza A (per
il semplice moto casuale delle molecole di A, dovuto all’agitazione termica)
lungo un mezzo che possa essere schematizzato come una retta ( ad esem-
pio un fiume, un canale, un tubo, ...). Non é una rappresentazione molto
realistica, perché lo spazio reale ha tre dimensioni e non una, ma é facile
generalizzare ’equazione del calore in 3 dimensioni: basta supporre che la
funzione incognita u (temperatura o densitd) sia una funzione di 4 variabili
u(zx,y, z,t), le tre variabili spaziali ed il tempo, ed allora, I’equazione del
calore diventa:

ou 2u  u 8u

- P i T 2
5~ Pzt oz T 2)

Deduzione dell’equazione del calore

Per giustificare I’equazione (1) riferiamoci al caso della diffusione di una
sostanza A ed indichiamo con v(x,t) il flusso di A attraverso z all’istante
t, cioé la massa di A che passa attraverso il punto di ascissa x al tempo t,
nell’unitd di tempo (per convenzione consideriamo v(z,t) > 0 se il flusso é
da sinistra a destra, v(z,t) < 0 se il flusso é da destra a sinistra). La massa
di A contenuta in un intervallo (z,z 4+ Ax) all’istante ¢ é:

z+Az
M(t) = / w(z, t)dz
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la derivata M'(t) cioé la velocita di variazione di M (t) al variare di ¢ per la
conservazione della massa, é uguale al flusso entrante a sinistra v(z, ¢) meno
il flusso uscente a destra v(z + Az, t):

. d r+Ax r+Ax Su
M) == u(z,t)dr = — (@ t)dr = v, 1) = v(x + Az, 1)

e dividendo ambo i membri per Ax:

1 /"”A"” Su v+ Az t) —v(z,t)
T

ma per il teorema della media sugli integrali, il primo membro é uguale a
%—?(c, t), dove ¢ é un punto opportuno dell’intervallo (z,x + Ax). Facendo il
limite per Ax — 0, il punto ¢ tende a x e quindi, otteniamo:

P 1) = —2(a,1) Q
ora facciamo l'ipotesi che il flusso v(z,t) sia proporzionale al “gradiente di
densitd” cioé alla pendenza del grafico di u(z,t) rispetto a x (fig.15.1). Sup-
poniamo cioé che v(z,t) = —Dg—;(:n, t), dove D é una costante positiva detta
“coefficiente di diffusione” ed il segno — é dovuto al fatto che se g—; > 0,
cioé u(x,t) é crescente rispetto a z, allora il flusso é negativo , cioé va verso

sinistra (fig. 15.1).

1k

uEt)

Figura 15.1

Con questa ipotesi, che si puo verificare sperimentalmente con facilita, I’equazione
3 si trasforma in:

u
m(fﬂat)
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che é I'equazione del calore. Il ragionamento vale anche nel caso della dif-
fusione del calore (anziché di una sostanza A) perché in tal caso u(x,t)
rappresenta la temperatura e si sa ( per verifica sperimentale diretta) che il
flusso di calore é proporzionale al gradiente di temperatura.
CONDIZIONI INIZIALI PER L’EQUAZIONE DEL CALORE

Per risolvere ’equazione del calore (1), occorre specificare opportune con-
dizioni iniziali, che sostanzialmente consistono nel conoscere u(z,0), cioé la
distribuzione spaziale della temperatura ( o della densitd) all’istante iniziale
t = 0 lungo 'asse x. Distinguiamo perd 2 casi diversi:

1. CASO 1 DIFFUSIONE LIBERA.
Supponiamo che u(x,t) sia definita per ogni numero reale z, cioé con-
sideriamo la diffusione del calore ( o di una certa sostanza A) lun-
go un’ipotetica sbarretta rettilinea indefinita. In tal caso, si pué di-
mostrare che la conoscenza di u(x,0) determina univocamente u(z, t)
per ogni ¢t > 0.

2. CASO 2 DIFFUSIONE CON CONDIZIONI AL CONTORNO.

Supponiamo che x non sia libero di variare in tutto R, ma solo in
un certo intervallo limitato e chiuso [a,b]. Allora, si pué dimostrare
che per conoscere u(x,t) per ogni x in [a,b] e per ogni ¢ > 0 non
¢ sufficiente conoscere u(x,0) per ogni  in [a,b], ma bisogna anche
sapere cosa succede agli estremi (x = a,z = b) per ogni t > 0. Bisogna
cioé conoscere u(a,t) e u(b,t) per ogni t > 0 (condizioni di Dirichlet),
oppure bisogna conoscere g (a,t) e 5;(1), t) per ogni t > 0 (condizioni
di Neumann).
Questo é abbastanza facile da capire se pensiamo al problema della
diffusione del calore in una sbarretta di lunghezza finita: non basta
conoscere la temperatura iniziale in ogni punto della sbarretta, ma
bisogna sapere anche quanto calore entra ed esce dai 2 estremi della
sbarretta per ogni ¢ > 0 , oppure bisogna sapere la temperatura ai 2
estremi per ogni ¢ > 0.

ALCUNE PROPRIETA DELLE SOLUZIONI DELL’EQUAZIONE DEL
CALORE

Supponiamo che ad un certo istante ¢ il grafico di u(z,t) in funzione di x sia
come in fig.15.2. Nei punti in cui u(x, t) é una funzione convessa di z (come
il punto a in fig. 2), cioé 6 5 >0, si ha & > 0, cioé u(z,t) cresce col tempo,
ossia il grafico di fig. 2 tende ad alzar81 al passare del tempo (come indica
la freccia in figura). Invece nei punti in cui u(a: t) é concava rispetto a x (
come il punto b in fig.15.2), cioé —g <0, si ha 2 < 0 e quindi, il grafico di
fig. 15.2 tende ad abbassarsi col tempo.

E facile capire perché questo succede : se u(x,t) rappresenta la temperatu-
ra, il calore passa dai punti caldi ai punti freddi (e non viceversa), quindi
i punti freddi si scaldano, i punti caldi si raffreddano (e non viceversa) e
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alla fine tutte le differenze di temperatura tendono a sparire. Questo, in
sostanza non ¢ altro che il secondo principio della termodinamica (principio
della degradazione dell’energia, o del livellamento del calore), visto come
conseguenza dell’equazione del calore.

Ci si pué chiedere se esistono soluzioni stazionarie dell’equazione del calore
(1), cioé soluzioni che non dipendono dal tempo , ovvero sono del tipo
u(z,t) = f(z). Se ci6 succede si ha ‘56—7; = 0 e quindi, dev’essere g%ﬁ =0, da
cui si ricava f(z) = Ax + B, cioé il grafico di f(x) dev’essere una retta.
Vediamo cosa pué succedere in 3 diversi casi particolari:

1. CASO 1 DIFFUSIONE DEL CALORE IN UNA SBARRETTA ISO-
LATA TERMICAMENTE AGLI ESTREMI.
In questo caso agli estremi della sbarretta (x = a,z = b) il flusso di
calore v(zx,t) = —Dg—g(x,t) é sempre 0, cioé g—;(a,t) = g—;(b,t) = 0 per
ogni t. Allora, qualunque sia la distribuzione iniziale della temperatura
, le differenze si livellano rapidamente e per ¢ — 400 la temperatu-
ra tende ad essere uguale dappertutto (fig.15.3).Per6 ¢’é una quantitd
che rimane sempre uguale al passare del tempo : Uintegrale di u(z,t)
rispetto a x, nell’intervallo [a, b]:

b
Qt) = / u(x,t)dz = costante = Q

Questo integrale rappresenta la quantita totale di calore contenuta nel-
la sbarretta. Il fatto che Q(T") sia costante rappresenta, in sostanza,
il principio di conservazione dell’energia ( o primo principio della ter-
modinamica). E chiaro che il valore finale di equilibrio a cui tende la
temperatura nella sbarretta é T'= Q/(b — a).

Uk

uzt)

0 a h ®
Figura 15.2
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1 i U

2.

Figura 15.3

DIFFUSIONE DEL CALORE IN UNA SBARRETTA I CUI 2 ES-
TREMI a,b SONO TENUTI A TEMPERATURE FISSE T'(a),T(b).
Anche in questo caso le differenze di temperatura all’interno della sbar-
retta si livellano rapidamente e per t — 400 la temperatura tende
ad una distribuzione di equilibrio rappresentata da una retta. Nel
caso della fig.15.4, in cui T(a) > T(b), la temperatura di equilibrio
nella sbarretta decresce linearmente da T'(a) a T'(b) quando x cresce
da a a b. In questo caso perd la sbarretta non pud essere isolata ,
anzi il calore fluisce ininterrottamente nella sbarretta, da sinistra verso
destra, entrando dall’estremo a ed uscendo dall’estremo b.

DIFFUSIONE LIBERA DEL CALORE IN UNA SBARRETTA IN-
DEFINITA IN CUI LA TEMPERATURA INIZIALE E DIVERSA DA
0 SOLO IN UN CERTO INTERVALLO |[a,b], MENTRE E 0 FUORI
DI [a, b].

In tal caso il calore esce dell’intervallo [a,b] e si “espande” sia verso
destra che verso sinistra , quindi la distribuzione iniziale della temper-
atura si allarga sempre di pit e tende asintoticamente al valore t = 0,
senza per6 raggiungerlo mai (fig.15.5). Inoltre per ogni tempo ¢ si ha

+o00
Qt) = / u(z, t)dr = costante = Q

—00

cioé I’area complessiva compresa tra la curva e I’asse x rimane costante
(principio di conservazione dell’energia).
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Figura 15.5

RISOLUZIONE NUMERICA APPROSSIMATA DELL’EQUAZIONE

DEL CALORE

In generale, non esistono delle formule esplicite semplici per esprimere la
soluzione dell’equazione del calore: bisogna risolverla con metodi numerici
approssimati, discretizzando sia lo spazio x che il tempo ¢ ed usando delle
opportune formule per approssimare le derivate.
Consideriamo una qualsiasi funzione f(z) di una sola variabile e vediamo

come si possono approssimare la sua derivata prima f’(x) e la sua deriva-

ta seconda f”(x). Scelto un numero positivo h abbastanza piccolo, si pué
approssimare f’(x) con un opportuno rapporto incrementale , in 3 modi

diversi:
Py~ LN 1) g
f’(x) ~ f(x>_}];(x_h> :?f
oy o L) )
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Per quanto riguarda la derivata seconda f”(x) usiamo la seguente approssi-
mazione alle differenze centrali:

Ci6é premesso, per risolvere l'equazione del calore (1) discretizziamo x con
un certo passo h e t con un certo passo k. Per semplicitd, indichiamo con
w;; il valore u(ih, jk), dove i, j sono numeri interi qualsiasi (anche negativi).
Usiamo per la derivata temporale % I’approssimazione alle differenze in
avanti:

ou, . o )

5 (1 dk) = (u (i, (7 + 1)k) = u(ih)) [k = (uij1 = uig) /k

e per la derivata spaziale seconda ‘;273 I’approssimazione alle differenze cen-
trali:

5%u

g i, ) = (u(i + Dy j8) = 2ulih ) + (i = D, /B2 = (5115 — 2us + wi-15)/H?

. 2y 1
allora I’equazione del calore % = DgTZ diventa :

(ui’j+1 — ui,j)/k‘ = D(ui+1’j — QUi,j + uif1’j)/h2
da cui, ponendo p = Dk/h?%:

Ui g1 = Wij + P(Uit1,j — 205 + Ui-1,5)

Wi i1 = Pui—1j + (1 — 2p)uij + puiy1,j (4)

Questa formula permette di trovare i valori di u(z,t) all’istante (5 + 1)k nel
punto ¢h conoscendo quelli all’istante precedente jk nel punto ik, nel punto
precedente (i — 1)h e nel punto successivo (1 + i)h.

E chiaro che nel caso della diffusione libera basta conoscere i valori ;0
all’istante ¢ = 0 per ogni valore intero di ¢ per calcolare tutti i valori wu;;
all’istante successivo ¢t = k, poi da questi si calcolano tutti i valori wu;o
allistante ¢ = 2k e cosi via si calcolano tutti i valori u;j per ognij intero
> 0.

Peré nei casi pratici non si possono considerare infiniti valori u;g. Nel caso
della diffusione con condizioni al contorno, non ci sono problemi: se ad es-
empio x pud variare in un certo intervallo [—a, a], si pud fissare un numero
intero positivo n ( numero di passi in cui si vuole suddividere ciascuno dei 2
intervalli [—a, 0] e [0, a]) e porre h = a/n. Per poter applicare la formula (4)
bisogna conoscere non solo i valori u; ( valori di u(z,t) all’istante iniziale
t = 0) per ogni i compreso tra —n ed n, ma anche i valori degli estremi
U_pk € Upk per ogni k intero > 0 (condizioni al contorno). In tal modo si
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possono calcolare tutti i valori u;; per ogni i compreso tra —n ed n e per
ogni j > 0.

La formula (4) ha un’interessante interpretazione in chiave probabilistica.
Riferiamoci al caso della diffusione di una certa sostanza A e supponiamo
che u;; indichi il numero di molecole di A presenti allistante ¢ = jk nel punto
x = ih ( o meglio nell'intervallino (ih — h/2,ih + h/2)). Supponiamo anche
di scegliere i passi spaziale e temporale h, k cost piccoli che in un intervallo
di tempo k£ una molecola che si trova nel punto ih abbia solo 3 possibilita:

1. Spostarsi a destra, andando nel punto (i + 1)h, con una certa proba-
bilita p

2. Spostarsi a sinistra, andando nel punto (i — 1)h, con la stessa proba-
bilita p

3. Restare dov’ é, nel punto ih, con probabilita 1 — 2p.

Cioé in ogni istante ogni molecola pud fare un passo a destra o a sinistra o
restare ferma, in modo puramente casuale, come un ubriaco che cammina
avanti ed indietro a caso. Questo modo di muoversi si chiama passeggiata
aleatoria. Naturalmente, questa é una rappresentazione molto schematica e
semplificata del processo di diffusione, che perd conduce alla soluzione esatta
(come ora vedremo).

Ci6 premesso, qual ¢ il numero u; ;1 di molecole presenti nel punto x = ih
all’istante t = (j + 1)k?. Si ha w; j41 = n1 + ng + ng dove:

e n1 = pu;_1,; = numero di molecole che allistante jk si trovavano nel
punto (i — 1)k e hanno fatto un passo a destra (con probabilité p)

e ny = (1 — 2p)u;; = numero di molecole che allistante j& si trovavano
nel punto ¢h e sono rimaste 1i (con probabilitd 1 — 2p)

® n3 = pu;t1,; = numero di molecole che allistante jk si trovavano nel
punto (¢ + 1)h e hanno fatto un passo a sinistra (con probabilitd p).

Quindi, u; j+1 = pui—1,; + (1 — 2p)usj + puit1,; cioé la (4).

Ma la (4) é proprio la formula che risolve in modo approssimato ’equazione
del calore. Cié significa che la rappresentazione del processo di diffusione
come passeggiata aleatoria conduce proprio alla giusta equazione differen-
ziale.

Osserviamo che p e 1 — 2p hanno il significato di probabilita, devono essere
dei numeri compresi tra 0 e 1, quindi, p deve stare nell’intervallo [0,1/2].
Cié significa che i passi spaziale e temporale h, kK non possono essere scelti
in modo arbitrario, ma solo in modo tale che

p=Dk/h*<1/2 dacui k<h%/2D (5)
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Intuitivamente, sembra che facendo tendere h,k a zero ’approssimazione
diventi sempre migliore, quindi, si presume che la soluzione approssimata
data dalla (4) converga alla soluzione esatta dell’equazione del calore. Ma
si pud dimostrare che questo non é vero: dipende dalla velocita con cui h e
k tendono a zero.

Una condizione necessaria per la stabilitd numerica delle approssimazioni
(cioé perché la soluzione approssimata converga alla soluzione esatta) é la
(5). Se invece k > h?/2D, allora, si hanno dei fenomeni di instabilitd nu-
merica: al tendere a zero di h, k la soluzione approssimata presenta delle
oscillazioni sempre piu forti, la cui ampiezza tende addirittura all’infinito
(lo si vede facilmente al computer).

Siccome dev’essere k < h?2 /2D, k deve tendere a zero almeno con la stessa
rapiditd di h%. Per ottenere buone approssimazioni conviene ad esempio,
porre p = Dk/h? = 1/4, da cui k = h?/4D. Cié significa che prendendo il
passo spaziale h 10 volte piu piccolo, il passo temporale k deve essere preso
ben 100 volte piu piccolo (e naturalmente il tempo di calcolo aumenta a
dismisura).

Esempio 15.1 DIFFUSIONE LIBERA DI MOLECOLE INIZIALMENTE
CONCENTRATE IN UN PUNTO.

Consideriamo N molecole di una certa sostanza A ( N numero intero positivo
molto grande) e supponiamo che all’istante ¢ = 0 esse siano tutte concentrate
all’origine (z = 0) cioé:

ugg = N u;o0 = 0 per ogni ¢ diverso da 0

Cosa succede all’istante ¢t = k7 pN molecole avranno fatto un passo a
sinistra e quindi, si troveranno nel punto x = —h, p/N molecole avranno
fatto un passo a destra e quindi, si troveranno nel punto x = h e le altre
(1 — 2p) N molecole saranno ancora in = 0. Cioé:

u_11=Np  wup = N(1-2p) u1p = Np
E facile capire che all’istante t = 2k si avra :
U_go =uz = Np* u_12=uiz=2Np(l—2p) wup2= N (2p> + (1 — 2p)?)

(vedi fig. 15.6 nel caso p = 1/2). Al passare del tempo, le molecole si disper-
dono lungo 'asse x e la forma della loro distribuzione si avvicina sempre di
pitd ad una curva gaussiana. Per capire meglio questo fatto consideriamo la
variabile aleatoria X; = posizione di una generica molecola all’istante t = jk.

e Per j = 0 si ha che X assume solo valore 0 con probabilita 1.
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e Per j = 1 si ha che X; assume i 3 valori —h,0,h con probabilita
p, 1 —2p,p.

e Per j = 2 si ha che X5 assume i 5 valori —2h, —h, 0, h, 2k con proba-
bilitd p, 2p(1 — 2p), 2p* + (1 — 2p)*, 2p(1 — 2p), p*.

E facile verificare che X9 = 2X7 = Xq + Xq cioé X5 é la somma di 2
variabili aleatorie indipendenti uguali a X;. Analogamente: X; = jX; =
Xi+Xi+...+X4 (j Volte).

' A A

5 3
N £ N N AU

7 ] M4 4 M

| | | 2

Tk § h ZhF b b § b b " b h 0k o "
=0 =k =21

Figura 15.6

Per il teorema del limite centrale, la distribuzione di probabilitd di X
tende a quella di una variabile aleatoria con distribuzione normale (o gaus-
siana) di media 0 e varianza jV dove V indica la varianza di X; (si vede
facilmente che V = 2h%p). Quindi,X; ha media 0, varianza V; = 2ih%p e
quindi, scarto quadratico medio oj = hy/2pj.

Ricordiamo che la curva gaussiana di media m e scarto o ha equazione:

]_ —(z—m 2
plz) = e %

CoV2n

quindi, la distribuzione delle molecole al tempo t = jk si ottiene ponendo
o= hy2pj, m =0 ed é data da :

N 2

=
e 4pjh?

h\/4mpj

Poiché t = jk,p = Dk/h? = Dt/h?j, si trova per la funzione u(z,t),
I’espressione:

u(z, jk) = No(z) =

u(z,t) = e 1Dt (6)



Questa funzione rappresenta una gaussiana di media 0 e scarto /2D, che si

allarga con velocita decrescente (proporzionale a \/%) La curva gaussiana
viene chiamata anche “curva della probabilitd”, ma si potrebbe anche chia-
mare “curva della diffusione libere” o “ curva della passeggiata aleatoria”.
Il ragionamento fatto ci fa supporre che la (6) sia effettivamente una soluzione
dell’equazione del calore, ma non ce ne da la certezza. Per esserne certi basta
semplicemente fare la verifica:

ou N 2 —T

ox VAar Dt c 2Dt

5%u N w2z . | N 22 22—-2Dt
— = ——— | e 4Dt ——— + ¢ 4Dt = e 4Dt
5x2  \/ArDt 4D2¢2 2Dt Var Dt 4D2¢2

Su N < 1 =2 1 2 12 ) N 2 < 1 x2 )
_— = — e 4Dt —|— ——e 4Dt = e 4Dt _— —|— [
6t arD \ 2tVt Vi 4Dt? VArDt 2t 4Dt?

ou N o2 22— 2Dt 52

come volevasi dimostrare

—_— e 4Dt = D—
ot 41 Dt 4Dt? b2

SOLUZIONE GENERALE DELL’EQUAZIONE DEL CALORE NEL CA-
SO DELLA DIFFUSIONE LIBERA

Le considerazioni fatte sulla passeggiata aleatoria ci permettono anche di
trovare una formula generale che esprime la soluzione u(zx,t) dell’equazione
del calore nel caso della diffusione libera, ponendo la condizione iniziale
u(z,0) = f(x) per ogni numero reale z, essendo f(x) una funzione assegnata.
La formula é la seguente:

1 +00 02
wat) = <= [T pryar M

Si pué dimostrare che questa é la soluzione dell’equazione del calore sem-
plicemete facendo la verifica, ma ¢’é anche un altro modo piui facile e pii
interessante.

Anzitutto osserviamo che l’equazione del calore é lineare, quindi se ul,u2
sono soluzioni, anche ul 4+ u2 lo é. Poi disegnamo il grafico della funzione
y = f(x) (fig.15.7) e consideriamo sull’asse x un intervallino infinitesimo
[r,7 + dr]. L’area compresa tra il grafico e ’asse x in questo intervallino é
f(r)dr e rappresenta il numero di molecole che all’istante t = 0 si trovano
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nell’intervallino. Queste molecole, al crescere di t, si diffondono lungo I'asse
x e quindi, la loro distribuzione al tempo ¢ che indichiamo con u,(z,t), é
data dalla (6) con x — r al posto di x e f(r)dr al posto di N:

fr)dr

(2, ) = L0 e

ur(x,t)dr = e

Y Var Dt

Ma se indichiamo con f,(x) la funzione che vale f(z) nell’intervallo [r,r +
dr] e 0 fuori, possiamo dire che f(z) é la somma di infinite funzioni del
tipo fr(z)al variare di r da —oo a +o0o. Per linearita, la soluzione u(z, t)
dell’equazione del calore che corrisponde alla condizione iniziale u(z,0) =
f(z) sard la somma di tutte le u,(x,t) cioé:

+o0o 1 +oo —(z—r)?
u(z,t) = / up(z,t)dr = / e~ bt f(r)dr come volevasi dimostrare
—0o0

o Var Dt

i
y=1f{z)
L~
Kl >
0 r r+dr X

Figura 15.7

Osserviamo infine, che le formule (6) e (7) si riferiscono al problema della
diffusione libera in una dimensione: supponiamo cioé che ci sia una sola
dimensione spaziale (x),anziché 2(z,y) o 3 come in realta (z,y, z). Ma delle
formule analoghe si possono dare anche in 2 o in 3 dimensioni.

In 2 dimensioni I’equazione del calore é ‘;—7; = D(%% + ‘;27“), dove u(z,y,t)
é la funzione incognita. Il problema della diffusione libera di N molecole
che al tempo ¢ = 0 sono tutte concentrate nell’origine ha come soluzione la
seguente funzione, analoga alla (6):

N 2242

U(ZE, Y, t) = NQD(.CE, t)gp(:% t) = 471'1)?56W (8)
dove abbiamo posto
1 o2
e 4Dt




cioé ®(x,t) é una gaussiana di media 0 e scarto v/2Dt. Il secondo membro
della (8) é una distribuzione gaussiana bidimensionale. Si suppone che le
molecole possano muoversi indipendentemente nelle direzioni dei 2 assi x, y.
Quindi, la probabilitd che una molecola all’istante ¢ si trovi nel punto (z,y)
é uguale al prodotto ®(x,t)®(y,t) dove ®(x,t) é la probabilita che 'ascissa
della molecola si trovi in x e ®(y,t) é la probabilitd che la sua ordinata si
trovi in y.

Nel caso pii generale di una condizione iniziale generica u(x,y,0) = f(x,y)
la soluzione dell’equazione del calore é data dalla seguente formula, analoga
alla (7):

1 —(@=r)?—(y=s)
u(z,y,t) = D1 s e DY f(r,s)drds 9)

Nel caso plu reahstlco delle 3 dimensioni spaziali x, y, z ’equazione del calore
é ‘?j = D(&E2 + 8 5 St 2,) e la soluzione u(z,y, z,t) é data nel caso delle N
molecole che all’lstante t = 0 sono tutte concentrate nell’origine, da:

N a2 2 2

u(:c,y,z,t) = We 4Dt = N¢($at)¢(y7t)¢(zat)

e nel caso generale della condizione iniziale u(x, y, z,0) = f(x,y, z) la soluzione
é data da :

—(@—r)?— w— 5)2 (z—w)?

w(@,y, 2 1) = \/W / / /R 3 F(r, 5, w)drdsduw

168



16 Zone di divieto di pesca

Consideriamo una popolazione di pesci in un ambiente ricco di cibo, che in
assenza di pesca si riproduce con un tasso di crescita fisso K > 0. Indi-
cando con p(t) il numero totale di pesci al tempo ¢, la funzione p(t) segue
I'equazione differenziale p/(t) = Kp(t) della crescita esponenziale, la cui
soluzione é p(t) = poet, dove pg = p(0) rappresenta il numero di pesci
all’istante iniziale ¢ = 0.

Supponiamo ora che questi pesci vengano sottoposti ad una pesca molto
intensa, che non da loro il tempo di riprodursi e rischia di condannarli
all’estinzione. Per evitare ’estinzione, viena stabilita una certa zona A di di-
vieto di pesca, dove i pesci possono starsene tranquilli e proliferare indistur-
bati. Peré i pesci, nuotando liberamente a caso in tutte le direzioni, possono
uscire da A, e allora vengono immediatamente pescati. E un fenomeno anal-
ogo a quello della diffusione casuale di una certa sostanza X nell’ambiente
dove al posto delle molecole di X si considerano i pesci.

Vogliamo risolvere il seguente problema: quanto grande deve essere A perché
i pesci non si estinguano e come varia la “densitd di pesci” wu(z,v, z,t)
all'interno di A? x,y,z rappresentano le 3 coordinate spaziali, ¢ il tem-
po e u(z,y,z,t) ha il significato di “numero di pesci per unitd di volume
all’istante ¢ in un intorno molto piccolo del punto (z,y, 2).

L’intuizione suggerisce che affinché i pesci non si estinguano le dimensioni
di A devono essere superiori ad un certo valore critico, perché se A é troppo
piccola ogni pesce nella sua “nuotata aleatoria” finird per uscire da A molto
presto, prima di riprodursi. Inoltre, si intuisce che la densita di pesci sara
maggiore nelle zone centrali di A e minore vicino al bordo, perché in un
piccolo volumetto AV C A che si trova sul bordo di A i pesci possono uscire
subito da A ed essere pescati, mentre nuovi pesci possono entrare in AV
solo dalla parte interna.

Il problema pué essere risolto scrivendo la seguente equazione differenziale
alle derivate parziali per la funzione incognita u(zx,y, z, t):

ou 02 0? 0?
—=D|=—+=—+=— )+ Ku 1
ot <8:B2 oy? = 022 (1)
con la condizione al contorno v = 0 in tutti i punti del bordo di A. Infatti,
la velocita di variazione ‘;—7; di u rispetto al tempo é la somma di un termine
di diffusione D (38—;2 + 38—;2 + g—;) analogo a quello dell’equazione del calore
(il coefficiente di diffusione D é proporzionale alla velocitd con cui nuotano
i pesci) e di un termine di riproduzione Ku analogo a quello della crescita
esponenziale. Se D = 0 (cioé i pesci non nuotano, o comunque non si allon-
tanano mai dal luogo in cui sono nati) si ottiene una pura e semplice crescita
esponenziale senza diffusione, se K = 0 si ottiene un semplice processo di
diffusione senza crescita della popolazione ed alla fine, i pesci si estinguono.
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La (1) pué essere risolta numericamente in modo approssimato, ma per
poterla risolvere analiticamente (in formule) facciamo delle opportune ipote-
si sulla geometria di A e sulla distribuzione iniziale dei pesci, che esemplifi-
cano molto la situazione.

Supponiamo che la zona di divieto di pesca A si trovi lungo la costa, all’interno
di un golfo di forma esattamente rettangolare con lati di lunghezza [y,1s e
che la profondita del golfo sia h in tutti i punti (quindi, in 3 dimensioni il
golfo é un parallelepipedo di lati l1,ls, h). Supponiamo anche che la zona
di divieto di pesca A sia contenuta tutta nel golfo e si estenda fino ad una
certa distanza a dal suo lato interno.

¥ 3

>
C ‘ D X
zona i s
divieto
d&i E
s pEsCa
| f\_-"‘—"‘*\_-'—\—'_
Il"\ L
mare
apetto
c b Fal .‘
. a / D X
-~
= T B LY

Figura 16.1 Figura 16.2
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La figura 16.1 mostra il golfo visto in pianta, mentre la figura 16.2 é un dis-
egno in 3 dimensioni. Poniamo 'origine delle coordinate nel punto C' della
costa, ’asse = coincidente col lato C'D del golfo I'asse y coincidente col lato
C'A e l'asse z verticale (perpendicolare alla superficie del mare).

Facciamo inoltre un’ipotesi molto particolare sulla condizione iniziale al tem-
po t = 0: che u(x,y, 2, 0) dipenda solo da x e sia uguale ad una certa fun-
zione f(x) assegnata. Cioé la densitd di pesci dev’essere la stessa per ogni
profonditd e per ogni posizione lungo 'asse y.Supponiamo cioé che

U(l‘,y, Zs 0) = f(ZL‘)

con f(x) definita nell’intervallo [0,a], f(a) = 0e f(z) > 0 per ogni z € [0,a)
Questa condizione iniziale fa si che all’istante ¢ = 0 il flusso di pesci sia nullo
nelle direzioni y, z perché in tali direzioni é nullo il “gradiente di densitd”
dei pesci. E vero che i pesci possono nuotare anche nelle direzioni y, z, ma
in queste 2 direzioni ci saranno in media tanti pesci che nuotano in un senso
quanti nel senso opposto, quindi, la densita di pesci non cambierd. Invece
nella direzione dell’asse x ¢’é un flusso netto di pesci che va dai punti in cui
f(z) é pid grande ai punti in cui f(z) é pid piccolo; inoltre molti pesci sfug-
gono dall’estremitd libera di A (x = a). Queste considerazioni ci fanno capire
che anche negli istanti successivi la funzione densitd u(z,y, z,t) in realtd
dipendera solo dalle 2 variabili x,¢; per semplicitd scriveré u(x,t) anziché
u(z,y, z,t), Il problema, che sembra un problema di diffusione in 3 dimen-
sioni (x,y, z), in realtd é un problema di diffusione in una sola dimensione
(x). Allora, I'equazione differenziale (1) diventa semplicemente:

ou 0?
2 _p( L K P
ot (aﬂ +> R @)
dove x € [0,a],t € R e poniamo le seguenti condizioni iniziali:
e u(x,0) = f(z) per ogni x € [0, a

e u(a,t) =0 per ognit e Z—Z(O,t) = 0 per ogni ¢

(si pu6 dimostrare che queste condizioni implicano 'esistenza e unicitd della
soluzione).

Nelle condizioni iniziali, non basta specificare u(z,0), bisogna anche sta-
bilire che i pesci che escono in & = a vengono subito pescati (questo si tra-
duce in u(a,t) = 0) e che i pesci non possono attraversare ’estremo = = 0
perché c¢’é la costa ( questo si traduce in Z—Z(O,t) = 0). Queste condizioni
sono analoghe alle condizioni al contorno per il problema della diffusione
del calore in una sbarretta di lunghezza a con ’estremo sinistro termica-
mente isolato e I'estremo destro tenuto a temperatura fissa 7' = 0. Anche
I'equazione (2) é simile all’equazione del calore, peré ha un termine in pit:
il termine Ku che rappresenta la riproduzione dei pesci.
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Cié premesso, chiediamoci anzitutto delle soluzioni stazionarie dell’equazione
(2) , cioé delle soluzioni dove u(x,t) non dipende dal tempo. Se tali soluzioni
esistono, la popolazione dei pesci si mantiene costante nel tempo nonostante

la pesca. Se u(x,t) non dipende dal tempo deve essere u(x,t) = f(x) per
ogni t, quindi g—z((),t) =0e la (2) diventa:

D' () + Kf@) =0 ')+ 5 7@) =0

questa é un’equazione differenziale lineare a coefficienti costanti nella fun-
zione incognita f(x) e la sua soluzione generale é :

| K . K
f(x) = Cycos 53}+C'281n ke

per6 la funzione f(z) deve soddisfare anche le condizioni al contorno f(a) =
0, f/(0) = 0. Essendo:

o) = —Cpr | Ksin /& JE s [ E
f(x)=—-C1 T sin D.CE-i—CQ T cos\/ 5

La condizione f/'(0) = 0 diventa Ca4/ % = 0= (2 =0 e quindi:

f(x) = Cqcos \/gaz

ma allora, imponendo la condizione f(a) = 0 si trova:

\/K =0
€1 COS Da—

Se cos\/%a # 0, questo implica C7; = 0 e quindi, f(x) = 0, che non
c’interessa perché u(z,t) = f(z) non pud essere la funzione identicamente
nulla. Allora, dev’essere cos \/%a = 0, il che si verifica solo se \/%a é un

multiplo dispari di %, cioé %a = (2n +1)F, con n intero > 0. Ne segue

che:

D K
a=(2n+ 1)% — f(z) = Cyicosy/ 5% con C qualsiasi

Peré f(x) si annulla nei punti 7,/ %, 37“\ / %, 57”\ /L .. eha segno opposto
nei 2 intervalli [0, 5 %] e [%w/%,%’r\/%], quindi, in realtd, a dev’essere
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uguale a Z,/£ (cioé n = 0), perché altrimenti, nell'intervallo [0,a], f(z)

potrebbe essere negativa, assurdo perché f(z) rappresenta la densitd di
pesci. Se ne conclude che possono esistere delle soluzioni stazionarie della
(2) solo se a assume un preciso valore critico:

a=—\/— (3)

in tal caso la soluzione stazionaria é data da u(x,t) = C; COS\/%%’, con

C1 > 0 qualsiasi e quindi nell’intervallo [0, a],u(x,t) ha la forma di un “quar-
to d’onda”sinusoidale (fig.16.3).

t .
wix,t) =" cos Ex

C »

1

>
a t rHdr 4T oox
2NE
Figura 16.3

11 valore di a dato dalla (3) rappresenta la minima larghezza che deve
avere la zona di divieto di pesca affinché i pesci non si estinguano. Infatti,
si pué dimostrare il seguente:

Teorema 16.1 1. Sea <3 %,allom limy oo u(z,t) = 0 per ogni x €
[0,a] e quindi, i pesci si estinguono sempre.
2. Sea =35 % e u(z,0) non € della forma Cy COS\/%ZE, allora esiste

Cy > 0 tale che limy_, o u(x,t) = C; COS\/%Q? per ogni x € [0,al,
cioé la soluzione della (2) per t — +oo tende asintoticamente a una
soluzione stazionaria che ha la forma di un quarto d’onda sinusoidale.

3. Se a > %\/%, allora limy_, 4 oo u(x,t) = +00 per ogni x € [0,al, cioé
la popolazione dei pesci cresce senza limiti.

Osservazione 16.1 1. In realtd se a > %\/% la popolazione dei pesci
non puo crescere oltre ogni limite perché le risorse di cibo sono limitate:
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essa tenderd ad un valore limite di saturazione S(z) che dipende da X,
ma per studiare la forma della funzione S(x) bisognerebbe modificare
il modello sostituendo il termine Ku (crescita esponenziale) con un
termine del tipo Ku(M — u) (crescita logistica).

2. Considerazioni analoghe a quelle che abbiamo fatto valgono anche se la
zona di divieto di pesca A ha una forma qualsiasi. In tal caso bisogna
imporre la condizione al contorno u = 0 in tutti i punti in cui A
confina col mare aperto, mentre nei punti della costa bisogna imporre
che la derivata spaziale di u sia nulla nella direzione perpendicolare
alla costa.

3. Un problema analogo a quello della zona di divieto di pesca é quello
della “eutrofizzazione ” di organismi come batteri, alghe, plancton. Se
in una zona A di mare esistono delle condizioni favorevoli (temperatu-
ra, sostanze nutritive) per un rapido sviluppo di certe alghe, all’interno
di A le alghe si riproducono rapidamente, ma quando escono da A per
un moto casuale di diffusione (dovuto ad esempio al vento, alle onde
...) non si riproducono pid e vanno perse. Si pu6 dimostrare peré che
la zona A deve avere dimensioni superiori ad un certo valore critico,
altrimenti il fenomeno non pué avere luogo.

|

Dimostrazione. La dimostrazione é piuttosto complessa. Il punto es-
senziale consiste nel cercare una soluzione u(z,t) della (2) che sia del tipo
u(z,t) = y(x)g(t), cioé sia il prodotto di una funzione della sola x per una
funzione della sola ¢ (metodo di separazione delle variabili). Si ha allora:

U u “u
g_t —y@)g () 2=y (@)t % =v'(@)9®

e
e quindi, la (2)diventa:
y(x)g'(t) = Dy"(z)g(t) + Ky(x)g(t)
e dividendo ambo i membri per u(x,t) = y(z)g(t):
/0 _ i@
g(t) y(x)
ma il primo membro é funzione della sola t e il secondo membro é funzione
della sola x, e questo é possibile solo se entrambi sono uguali ad una certa

costante C' (per ora sconosciuta). Si ottengono quindi, 2 diverse equazioni
differenziali, una per ¢(t) e una per y(z):

g'(t) = Cy(t) (4)

+ K
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Dyy"(f)) tKk=C o)=Ly (5)

La soluzione generale della (4) é :
g(t) = C1e? con C] costante qualsiasi

mentre la(5) é un’equazione differenziale lineare a coefficienti costanti del
secondo ordine, la cui soluzione é diversa a seconda che sia C > K,C =
K,C<K.

1. PRIMO CASO: C > K.
Allora, la soluzione generale della (5) é:

per6 le condizioni iniziali u(a,t) =0 e %(0’ t) = 0 implicano:

y(a)g(t) =0 per ogni t — y(a) =0
Y/(0)g(t) = 0 per ogni t — y/(0) = 0

[C—K _ [c-K o
essendo y/(x) = Cay/ CBKe D — O34/ CfTKe D * la condizione

y'(0) = 0 implica Cy = Cs, da cui:

y(z) = C2 <e\/¥” + e—ﬁw)

essendo la quantitd in parentesi > 0 per ogni x, pué essere y(a) = 0
solo se Oy = C3 = 0, quindi y(x) e u(x,t) sarebbero identicamente
nulle, percié questo caso non ci interessa.

2. SECONDO CASO: C = K.
Allora la (5) diventa y”(x) = 0 e la sua soluzione generale é y(z) =
Cox + C3, da cui ¢/ (x) = Cy. Dovendo essere y'(0) = 0, si ha Cy =0
e quindi, y(z) = C3, ma allora, dovendo essere y(a) = 0 si ha C3 =0
e quindi, y(x) e u(z,t) sono identicamente nulle. Perci6 anche questo
caso non ci interessa.

3. TERZO CASO: C < K.
Allora, la soluzione generale della (5)é:

/K —C . |[K-C
y(x) = Cy cos i) x + C3sin —35
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da cui

o KC_\/KC \/KO \/KO
y'(z) = C’g\/ 5 sin D x4+ Cs T o8 o ¢

imponendo y'(0) = 0, si trova C3 = 0 — y(z) = Cacos/“5=x e

quindi, imponendo y(a) = 0 si trova Cy cos KBCCL = 0.

Se cos 4/ KBCCL # 0, questo implica Cy = 0 — wu(x, t) identicamente

nulla e questo caso non ci interessa, quindi 'unico caso interessante é

cos\/KTECa =0, cioé 4/ KBCa = (2n +1)% (n intero > 0). Da qui si

ricava il valore della costante sconosciuta C:

K-C _ (2n + 1)%72 K—C— D(2n + 1)%7?

D 4a? 4a?

D(2n + 1)%7?

= K —
¢ 4a?

Se C' ha questo valore, la (5) ha soluzione generale:

K-C 2 1
y(z) = Ca cos \/ 5 L= Co cos (TLQ;M:B con Cy qualsiasi
a

e la (4) ha soluzione generale

2_2
(KiD(ani;l s )t

g(t) = C1et = Cye con C7 qualsiasi
quindi, la soluzione non identicamente nulla u(zx, t) dell’equazione orig-

inaria (2) del tipo u(z,t) = y(x)g(t) é data da

D(2n+1)272
—T)t oS (2n + 1)’7’1’

(K
u(x,t) = Cse %0

x (6)
con C5 qualsiasi (C3 = C1C2). Questa soluzione della (2) peré non

verifica la condizione iniziale u(x,0) = f(x) con f(x) assegnata. In-
(2n+1)m
2

——x, cio¢

fatti, essa verifica la condizione iniziale u(z,0) = C3 cos
u(x,0) é del tipo coseno di un multiplo dispari di o
A questo punto osserviamo che I'equazione differenziale originaria (2)
é lineare, quindi se uj(z,t), us(x,t) sono soluzioni e A, u sono numeri
reali qualsiasi , anche Auj + pug € soluzione.

Ora se noi riusciamo a sviluppare la funzione f(z) nell’intervallo [0, a]
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in una serie di Fourier di coseni di un multiplo dispari di 57, cioé in

una serie del tipo

X 3T oTX
=A —+ A —+ A —+...
f(z) 1 CcOs 9 + Ascos 5 + As cos 9 +
allora, per linearitd la soluzione della (2) tale che u(z,0) = f(x) sard
data dalla seguente serie:

_ D=2 _9Dx2 3 _ 25Dx2 5
u(z,t) = Ale(K m)tcos 72r_:n + A3€<K 4aZ )t cos ¥ + A56(K 4aZ >t 7
a a

(7)

Resta da vedere se é sempre possibile sviluppare f(z) in [0, a] in una se-
rie di Fourier di soli “coseni dispari”. Questo é possibile con un trucco:
prolungare f(x) dall’intervallo [0, a] all’intervallo [—2a, 2a] costruendo
una funzione g(z) cosi definita:

2a

ik
—f(2a — x) in |0, 2a
ID=1 f(—2) i [-a,0
—f(2a + x) in [—2a, —d]
FL
fiz)

-ER/:H‘H M %

— 2(®)

Figura 16.4

(il grafico di g(x) é simmetrico rispetto all’asse y ed inoltre nell’intervallo
[0,2a] é simmetrico rispetto al punto [0, a]= fig.16.4).)

Quando si sviluppa g(x) in serie di Fourier si trova una serie che con-
tiene termini del tipo A, cos “-F e B, sin 5%, ma ¢é facile vedere che
Bn—OecheAn—Oseneparl
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Infatti (a meno di una costante moltiplicativa) B, ¢ dato da [ 3;(1 g(x) sin ZEdx
e l'integrale vale 0 essendo g(—z) = g(x).

Inoltre (a meno di una costante moltiplicativa) A,, é dato da ff;a g(x) cos FEdx
e se n é pari, l'integrale vale 0 perché la funzione integranda assume

valori opposti in [0, a] e in [0, 2a], come pure in [—a, 0] e in [—2a, —a].
Concludendo, abbiamo trovato che la soluzione dell’equazione differen-

ziale originaria (2) con le condizioni iniziali specificate é data dalla
formula (??) dove Aj, As, As,... sono i coefficienti di Fourier dello
sviluppo di g(z) in [—2a,2a]. A questo punto possiamo distinguere 3

casi, a seconda che a superi o meno il valore critico 51/ %:

iy D
. a<§\/F

Allora si ha a® < 722 cioé K < £ e quindi, gli esponenti degli espo-
nenziali nella formula (??) sono tuttl < 0. Percié limy_,4 oo u(z,t) =0
per ogni x € [0, a]. Quindi, i pesci si estinguono.

La=7 \/g, cioéK:’fT?.

In tal caso il primo termine della formula (7) diventa A; cos 5= e negli
altri termini I’esponente tende a 0 per t — +o00. Quindi lims—, o0 u(z,t) =
Ay cos 5Z per ogni x € [0, al.

Allora per t — +00, u(x,t) tende ad una soluzione stazionaria a forma

di quarto d’onda sinusoidale, che non é altro che il primo termine dello
sviluppo di Fourier di g(x).

.a> % 5\ T C106K>W

In tal caso ¢’é¢ un numero finito di termini della serie (??) in cui
I’esponente dell’esponenziale é positivo, mentre nei termini successivi
é negativo. Comunque per ¢t — +00 il termine dominante ( che tende
all'infinito pid rapidamente) é sempre il primo.

Quindi, limy_, o u(z,t) = 400 per ogni x € [0,a], percié i pesci au-
mentano di numero indefinitamente.Inoltre per ¢t molto grande la forma
del grafico di u(z,t) rispetto a x é molto simile a quella del primo ter-
mine della (?77),cioé un quarto d’onda sinusoidale.

Ci6 completa la dimostrazione.
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